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UVODNI POJMY A DEFINICE

Uvodni pojmy a definice

DEF (Obyéejny diferencialni vyraz n-tého fadu):

Nt F:R*" 5 R, F € CP(R**™) n,pe Ny.
Pak vyraz F(z,y,y .,y ,..., y™) se nazve oby¢. dif. vyraz n-tého fadu.

DEF (Obycejna diferencialni rovnice):
Nt F(z, 9,4,y ,...,y"™), n € N je oby¢. dif. vyraz, I C R je interval. Pak
F(z,y,y/,y",....y")=0, Vxel (1)

se nazve oby¢. dif. ref n-tého fadu, pokud je y™ v ni netrivialné p¥itomna.
Fee y = y(z) et (1), kdyz bodové plati F(z,y(x), v (z),...,y"™(z)) =0
Ve e [.
ReSeni y = y(x) rovnice (1) je jednoznacné, pokud pro kazdé jiné feSeni
z=z(x)na J DI plati (Vz € I C J)(y(z) = z(x))
pozn. : Dopliwjici info pro (1):

1. Poé¢. podminky: tj. hodnoty feseni, pt. derivaci pro (1) jsou zadané v

jediném bodé o € I : y(zo) = yo,¥'(x0) = Y1, -,y D (w0) = Ya

(n—1)

2. Okr. podminky: tj. hodnoty y,/,...,y
bodech I

jsou zadavany v ruznych

3. Ostatni podminky: napf. integralni
pozn. : Rozlisujeme upravy rnic (1):

e algebraické (ndsobend, déleni . ..)

e funkéni (substituce)

Rekneme7 ze DRI je ekv. upravena na DR2, pokud se nezméni mnozina
feseni.

2y’ = y? — y je bez omezeni na hodnoty x,y, v/,

po alg. uprave yQyLy = % dostavame omezeni z # 0, y?> —y # 0
tedy y(z) =0 a y(x) = 1 fesi prvni, ale nefesi druhou DR
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Existenc¢ni teorie

Budeme uvazovat rovnice v konkrétnéj$im tvaru nez je (1)

DEF (ODR v normalnim tvaru):

Nt f:R"™ — R, rci
y = f(z,y) (2)
nazvu oby¢. dif. rce v norm tvaru

Pouzitim podminky y(zo) = yo ziskdme po¢. ilohu pro ODR v norm. tvaru.
y' = flz.y)
y(xo) = yo (3)
na I C R, kde I je interval

pozn. : Regent (3) najdeme pomoci konstrukce vhodné féni posl. a prokazéani
jeji vhodné konvergence.

DEF (Stejna omezenost):

Nt I C R je omez. interval, M = {f : I — R | f je fce na I}
Fce z M jsou stejné omez. na I, pokud
3K > 0)(Vf € M)(Ve € I)(|f(2)] < K)

DEF (Stejné spojité funkce):

Fce z M jsou stejné spojité, pokud
(Ve > 0)(36 > 0)(va, 2" € 1), o' — a"| < )(vf € M)(|f(') - f(a")] <)

pozn. : Vime z Bolzano-Weistrasse, ze kazda omezena posl vektort LP ko-
necéné dim. méa konvergentni podposloupnost.
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V (Arzelova):

Nt I C R je omez. interval, M je mn. stejné omez., stejné spoj. fci na I.
Pak z kazdé posl. {g,}52, C M lze vybrat stejnomérné konvergentni podpo-
sloupnost na I.

Dk:

Krok 1: Konstrukce spocetné mnoziny P na intervalu I = (a,b)

__a+b
1'1——2
]{;:1 a t - %b
k:2 A .
— atzy _ z1+b
To = 5 T3 = 3
k:?) . . . .
Ty Ts Te L7

Celkem vznikne spo¢etna mnozina P = {1, z, ...} s vlastnosti (P):
(Va* e I)(Veo>0)(3K e N)(&2 <eg Al €N:a € PN(z*—gg, 2" +e0))

Krok 2: Posloupnost {g,} vy¢islime v bodech z mnoziny P

1=1: vy¢islime {g,(z1)}:
gn jsou stejné omezené fce < (IK > 0)(Vn € N)(Vz € I)(|gn(z)| < K)
— (Vn eN)(—=K < gu(r1)) < K), tzn. (Vn € N)(g,(z1) € [- K, K])

spec. pro xi

0 3 vybrana konvergentni podposloupnost ozn. {g,(})(xl)}

vznikd vybrana féni podposl. {g,(ll)(x)}, kterd v x = x; konverguje (bodové)

1=2: vyéislime {g\" (z,)}:
—  (Vn € N)(=K < gu(22)) < K), tzn. (Vn € N)(g8" (22) € [~ K, K])

spec. pro xra
(1)

o 3 vybrana konvergentni podposloupnost z gy ’(X2) ozn. {g,(f)(m)}

vznikd vybrané féni podposl. {gg) ()}, kterd v & = x1, = x9 konverguje
(bodoveé)

[ = ly: vycislime {ggo_l)(ﬂo)}i

—>  J vybrana konvergentni podposloupnost ozn. {gﬁf(’)(xlo}
Bolz.—Wete.

vznika vybrana féni podposl. {nglO)(:zr)}, ktera v z € {x1,...,x;,} konverguje
(bodoveé)
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Krok 3: Diagonalni vybér: uvazme posl. {ggn)(x)}

trvzeni: Posloupnost {gn ()} konverguje na I stejnomérné
dk: chei B-C: (Ve > 0)(3ng)(Vn > no)(Vp e N)(|g0t P (2) — ¢\ (2)] < €)

n+p
pro pevné x = x;, ¢iselna posl. {gn (z)}p2,, konverguje

proto pro lib. [ € N \gfﬂp)( ) — gt ()] < {ir/f/f,f (u)iqn’% 1)}
957 (@) = gl @) | + 9053 () — gt ()| + g () — gt ()]
i) ) ?33

2): bodova konvergence {g (wl)} pro pevné r = x;:
Ve > 0)(3no)(Vn 2 no) (Ip € N)(|gy/3” (1) — gi” ()] < 5

) a (3): stejna spojitost {gn (2)}oo:
Ve > 0)(36 > 0)(Va', 2" € I, |2" — 2| < 6)(Vn € N(|gn(2') — gu(2")] < 5)

" —

(
(
(1
(

Dale zvol. za 2’ = x, « x; a z vlastnosti P pro d > 0, dk € N, pro x =

z*, 3l € N, tak, Ze x; je mezi body P na trovni iterace k (%2 < §). t]
(3M € N)(body 1, ...,z maji mezi sebou vzdélenost %:2).

Pak bereme v s.s 2; € {x1,...,2p} a v b. konv. zvol. ng = max{ny,...ny}
I
(1)+(2)+ (3) <e = BC podminka plati a 3¢, : [ — R, gﬁL") =

K ¢emu potiebuji japonsti studenti v ¢eské restauraci ¢islo 7 a e?

i — S——
[y = y(x)
H |t (zecas)
PIVO
—-_—— -
Sklenice 0—(}1% piva Detail péna

Uvazujme ubytek vysky pény y(z) v Case x. Pfedpokladame, Ze rychlost
rozpadu je pfimo imeérnéa aktualnimu mnozstvi pény:

y=-ay, aeR", y0)=uy (0)
Numericky pfistup (Diskretizace):

Zvolime délici body ¢asu xp = kh, kde h je délka kroku. Nahradime derivaci
y'(z,) diferenci:

Yk+1 — Yk
y,(xk) ~ % = —ayry = Y1 = (1 —ah)yx
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Pro k-ty krok dostavame rekurentni vztah:
Ym = (1 — ah)* 1y, (A)

Vztah (0) a (A):
Zvolme pevny ¢as «* a rozdélme interval [0, z*] na m bloki o velikosti h = £
Pak aproximace ¥, v ¢ase x* vypada takto:

z*\ " ax* * Moo, ot
Y1 = (1 —a— Yo = 1-— Yo —— € Yo
m m

Zavér:
Cislo 7 potiebuji k vypoctu objemu vélcové sklenice (V = wR2h) a Eulerovo
¢islo e k popisu toho, jak jim ta péna pied o¢ima mizi (exponencialni rozpad).

V (Peanova):

Nt T C R* jeoblast, f: T = R, f € C(T), [vo,y0] €T
Pak Jag > 0 a zobr. ¢ : [zg — ag, zo + ag] — R, ktera fesi (3)

Krok 1: Konstrukce uz. mnoziny
kolem bodu [z, yo):

INa =
[70,90) € T == (3po)(B = Blzg0)(p0) € ).

. o2 . Heine—Bor.
B je uzavifeni a omezena, B C R? "=

B kompalkt.
fec@)tj.ifeC(B),Bkomp. —
f nabyva sup a inf, tedy je omezena:
(M > 0)(V[z,y] € B)(|f(z,y)] < M).

Pak zvolime obdélnik O
O ={[z,y] € B |v— 0| < ao, |y — yo| < bo}
tak, aby agM < by. (%)

Krok 2: Konstrukce posl. tzv. Eulerovych lomenych car

Pro m € N rozdélime [xg,z9 + ao] na m stejnych ¢asti pomoci bodi
Ty = x9 + kh, h = % (anal. pro [z9 — ag,Z¢]). Nahradime derivaci
y'(zg) ~ w diferenci, odtud y(x;) ~ y(zo) + hf(zo,v0). Ozn.
y1 = Yo + hf(xo,yo) aproximaci y(xy).

Anal. yo =y + hf<x17y1)7 ceYit1 =Y+ hf(xjayj)vj em—1
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Def. Eulerovu lomenou Garu:

~h —
om(r) =y;+ (z —z;) f(x},y;) pro = € [z;,xj41], 7 € m — 1 Tim vznika féni
posl. {@n 100, def. na [zg, xo+ao], zrcadlové zopakujeme téz pro [xg—ag, To,
a ziskdme posl. na celém [xg — ag, o + ag]

[5172, yz]

Krok 3: vlastnosti {¢,,}50_;:
lemma: Posl. {p,,}>°_, obsah. stejné omez. fce

dk: Odhadujeme |@y,(z) — yo| =
{z € [xo, 1]} = [yo + (& — 20) (0, Yo) — w0l = | (x — x0) f (0, o) |
——— — —

<h <M

< h MS(I()MSZ)O
<
Sao

{x € [r1, 2]} = [y1 + (x — 21) f (21, 91) — Yol % ly1 — ol +| (x — 21) f(21, 1) |
N—— ———

——
<hM <h <M
< 2h M < CloM < bo
~—~
<ao

A
{z €[y, ziml} = ly; + (. —25) f(25,95) — vol < |y; — yol +[(z — ;) f(,95) |
—_—— N e e —
<jhM <h <M
W—/

<ap

Dostavame (Vm € N)(Vz € [xq, 2o + ao])(|om(z) — yo| < by) <=
—bo < pm()=yo < by <= —bo+yo < om(x) < bot+yo = |m(x)| < [yo[+bo
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lemma: Posl. {¢,,}5°_; obsah. stejné spoj. fce

:E/ I/l

Lj %“+1 933"+2 T Thtp-l %“+p
dk: Chceme: (Ve > 0)(39 > 0)(Va', 2" € [z9 — ag, o + aol, |2" — 2"| < 9)
(Ym € N)(|om(2") = pm(2")] <€)

lom(2") — om (") = |om(x”) — om(2’)| = pfi¢tu chytrou nulu
A
[ (2") = Yjtp—1 + Yjrp—1 — Yjrp-2 + Yjrp—2 — - — Yjr1 T Yjp1 — Pm(2)]| <
l¢m($,/) - yj+p—lJ|+ |Yjtp—1 — yj+p—2l+ o Y2 — yj+1,|+lyj+1 - Spm(l‘/)J (m))
(1) (-2) Rt} ©

(P—1): 2" € [jp1, Tjrp] = |Pm(2") = Yjrpa| =
’yj+p—1 + (xﬂ - $j+p—1) f(xj+p—1» yj+p—1) —yj+p—1| < (l‘" - $j+p—1)M

N

<M
(1) —(p—2):l€p—2: |yjrr1 — Yl = b f(@j0,y500) | < hM
—_—

<M
(0) : 2" € [7),7j41] = |Yjr1 — pm(7)] =
i +hf(xy,y;) — (y + (@ —x5) f(2g,95)] = [(h— 2" +x;) f(25, ;)]

Tjth=zji1

=" (w1 — ) f2g,95) | < (w5400 — 2" )M
——

<M

(\:\) § (.fl’,'// — xj—i—p—l)M +@M 4+ ...+ h,M +(.flfj+1 — .CE/)M = |ZE,/ — CL'/|M

~
(p—2) krat

£

celkem [, (2) — o (2”)| < 2" —2'|M < e, pro 0 = 3

. . o . . Arzelo
pozn: {gpm} je stejné omez. a stejné spoj, na omez. int. |xrg—ay, :Eo—l—ao] —

3 vybrana posl. {¢k,, }50 | : om = ¢* na [xg — ag, vo + ao)

Krok 4: ¢* Tesi (3)

lemma: fce p* fesi (3) na (xg — ag, vo + ap)

dk: a) ¢* splii. po¢. podm. y(zo) = yo : (Vm € N)(@m(z0) = yo) v

b)y = f(z,y) & |y — f(z,y)| < e : ukdzeme (VT € (zo — ag, o + o))

(Ve > 0)(38 > 0)(Var, |o — 7| < §)(| =52 — f(z,¢"(7))| <) /- |v—7|

r—x

0" (z) — *(F) — (¢ — B) (T, ¢*(@))| < 2

¢ =
8

T T
Lj Tj+1 i+ 0 Tjip-1 Lj+p
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Misto ¢* zkoumejme napied ¢,, :
Yj+p—2+hf(Tj+p—2,Yj+p—2)
[om(2) = om(T) — (2 = T) f(T, om(T))| = | om (%) =Yjrp=1 + Yjtp-1 —Yjsp-2
——
Yjtp=1H(@T—Tj4p-1)f(Zj4p—1,Yj+p—1)
v thf (@) =yt (e —2) f (o) & Crp- )t (@540 -7)
= _ — —_ — — T
ot Yz Y1+ Y — om(T@) — (2 = T) [T, on(@)] = [T+ h—2jip-1)
~~~ S—— —~

yjr1+hf(xii1,9541) yi+(@—x5) f(5,95) r

(f(@jp—1,Yjsp—1) = F(T, 0m(T))) +h(f (Tj1p—2; Yjap—2) = [(T, 0m(T))) +. .. +

IND

hF (@1, yi) = F(@om () + (2500 = T)(f (25, 95) = F(T, 0m(T)))]

pozn: B=B CT a fc C(B) = f jena B spoj. stejnomérné

tj. (Ve > 0)(3do > 0)(V(2',v'), (2", y") € B)(|z" — 2"| < do, |y — y"| < o)

(|f (2", y") = f(a",y")| < e). Navic je {¢.,} stejné spoj. tj. pro dp > 0 36, > 0 :
pro ', 2", [2" — 2"| < 61 = |om(2") — @m(2”)] < do. Ozn. § = min{dy, d:},
pak pro |h| = | —Z| < § plati:

% T+ = 2 )| (@h1p1, Yiap1) = (T 0m(@)] + B (€542, Yjip2) —
f@ on@)] + o+ hlf(@j01,9501) — @ on(@)] + (200 — D) f(25,95) —
f@oom@)| < (@T+h—xjp1+h+...+h+x —T)e=he

tj. (Ve’f > O)(V(IL’Q — g, Ty + CLO))(V‘E‘ — |£L’ . .Z',‘ < 5)(Vm c N)
(Il (@ 1) = ou(®@) — hf @ pu(@)] < ) 70

(Io*@+ 1) — o* (@) — R (T " (@)| < o)

pozn: {p,} jsou stejné omez. a stejné spoj. fce na [zg — ag, xg + ag
~ [ro—ao,mo+ao ) )
a zde také konverguje ¢, = ¢* a f mé potiebné vlasnosti na B, tj.

lim (%ﬁ@ — f(,¢*(T))) = 0 i jednostranné v bodech z — ag, o + ao.
T—T

Tedy: ¢* spliwuje (3) na [zg — ag, xo + ao)
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Priklady k Peanové véteé:

Existence bez jednoznacnosti (Peano’s brush) *
Uvazujme ODR v normélnim tvaru ¢y = f(z,y):

v =+vy: y0)=0

Funkce f(z,y) = y*? je spojita na celém R?, &m7 jsou naplnény piedpoklady
Peanovy véty a existence TfeSeni je tak zarucCena. Jelikoz je vSak spojitost
pouze podminkou postacujici pro existenci, nikoliv pro jednoznac¢nost, a dané
funkce neni v pocatku lokalné lipschitzovska, pripousti tato tiloha nekonecné
mnoho FeSeni.

Vedle trividlnfho FeSeni y = 0 existuje nenulovd vétev y = 5-(z—C')?, pridem?
jejich libovolné kombinace vytvareji utvar zvany Peano’s brush.

Nespojita fce (Peano jako implikace)
Uvazujme pocéatec¢ni tlohu s pocatecni podminkou:

y' =sgn(y) y(zo) = yo

Snadno ovéiimé jednozna¢nost integraci: pro libovolny bod [z, 0] € R? ~
dostavame:

e Proyy>0:y =1 = y(x) =2 — 29+ yo pro x > g — Yo.
e Proy, <0:y =—-1 = y(x) = —(x — x9) + Yo pro & > o + Yo.
e Pro yo = 0: y(x) = 0 je feSenim pro = € R.

Vypoctem jsme ovéiili existenci i jednoznaé. Fegeni pro viechna [z, 3] € R2.
Ackoliv feSeni existuje, funkce f(x,y) = sgn(y) neni spojita (f ¢ C(R?)),
tudiz nejsou splnény pozadavky Peanovy véty. Pokud neni splnén predpoklad
spojitosti, véta "mlc¢i"a o existenci ¢i jednoznac¢nosti FeSeni nic nevypovidé;
ty jsou zde dusledkem jinych vlastnosti systému, nikoliv aplikaci Peanova
tvrzeni.

IDelsi text byl z poznamek autora pfepsan pomoci LLM, autor byl liny psat, ale vesmés
souhlasi s formulaci
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V (Osgoodova o jednoznaé¢nosti):

Nt I' C R? je oblast, dale nt f: ' — R, f € C(I') m4 vlastnost:

(V[ﬁ,yl], [ﬁ,yg] € F)(|f(l‘,y1) - f(l',y2)| < (I)(|y2 - y1|))7 (0)
kde ® : Rf — R{ je fce spojita a kladna na R*, ®(0) = 0.

Déle nt pro ngjaké ¢ > 0 je lim [ % = 4o0.
e—=0t v

Pak po¢. tloha (3) méa nejvyse jedno FeSeni.

Dk:

Nt ¢ = @(x) Tesi (3) na (o — ag, o + ao)
¢'(x) = flz, ()
©(z0) = Yo

a 1 =1(x) Tesi (3) na (rg— a,xo+ a1)
U(x) = f(z, ¥ (x))
P(wo) = Yo

Ozn. z = z(z) = ¢(x) — ¥ (z) a predp. z

(Fzy > wo)(2(21) = p(21) — P(21) > 0),
pak (32 € [xg, 1))V € (Z,21])(2(z) > 0).

—
Ty

O(z(z)) pro x € (&, x4

2/ (z) g3

Z(x) = [z, 0(x)) = fz,9(2)) < D(p(r) — ()

< ®(|z(x)|) a pro x € [z, x4] plati
0

r>T

[ #2484z < (21 — ), subst. u = 2(x):

i %§(xl—a:),x—>£+:>z(:z:)—>z(i‘):0+

z(z1) c
du

lim [ % < (z1— %) € R spor s piedp. El_igl+ J36 = +00.

10
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pozn. : Jak bude vypadat fce ®?
c1
L ®(u) =ku,u e Rj,k>0: [ =

2. ®(u) =kullnu|, u e Ry, k>0:

‘1 du nt ¢1 >0 1 “n61|dv 1 ¢ dov 1 |1n5| =04

J e = {U:m“}:|z“f =3 % =%ma — T©
€ ne &€

pozn. : Souvislost Osgoodovy podminky a lokalni lipschitzovskosti
Uvazujme volbu funkce ® ve tvaru ®(u) = ku.

Nt navic f(x,y) méa v I" spojitou parcialni derivaci podle y, tj. g—i e C(D).
Nt [ZE(), yO] S Fa zvolme kOIIlp B = B([x())yO]’pO)u dale nt [‘r’ylL [%92] € B.

Ozn. g(s) = f(z,y1 + s(y2 — 1)),
Zp%@lgécmqaﬂ)ii 1 [z, 9]

g(1) —g(0) = g(x,yQ) — flz,y) = Po
g()(1-0) = &z, 11+ (2—11)) (v2—11), -
kde € € (0,1).

3 €C(B)aBkomp. = 3K >0: [z, 3]

Ly <K

B

Pak |f(z,y2) — f(x,11)| < Kl|ys —y1| - .. tzv. lokdlnd lipschitzovskost f vzhle-
dem k y.

pozn. : Rozsah def. oboru feSeni ¢ = ¢(x), které zaruc¢uje Peanova véta je
lokélni, tj. @Y [LZ'O — g, Ty + (lo} — [3/0 - bo, To + bo]

B

[0 — ao, Yol (20 + ao, Yol

11
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Lokalni existence a prodluZzovani reseni

/
= Q s
1) Linearni ODR: Y Y

a€R (2—10)
— y(z) = yoe ) prox € R
y(xo) = yo

y(z)
/ — 1 + 2 d
2) Separovatelné ODR: Y Y — / © 5 =T — X
y(xo) = Yo 1+ 2

y(zo)

Vypoctem ziskame feSeni: y(z) = tan (x — z + arctanyy)

N J/

(=5 +km,+5+kn), keZ

Hodnota k € Z je urcena tak, aby po¢. podm. yy lezela v prislusné vétvi tan,
tedy yo € (=% + km,+5 + k). Skutecny definicni obor FeSeni je otevieny
interval (zg — 5 + k7, z9 + § + k7). Peanova véta vsak garantuje existenci
pouze na uzavieném int. [xo—ao, To+ao|, ktery maze byt (a ¢asto byva) mensi.

Uloha nam dava otevieny interval, zatimco Peano jen uzavieny. Musime
se tedy zabyvat moznosti rozsifeni (prodlouzeni) lokalniho feSeni. Vezm. hod-
noty feSeni na konci y; = p(xo + ag) a pouzijme je jako nové po¢. podm.,
Y1 = ¢(zo0 — ao)
ozn. x1 = To + ag a zpracujme po¢. ulohu y' = f(z,y) (3)1
y'(r1) =

Dle Peanovy véty existuje okoli By = B([z1,11], p1) a nové feseni ¢;(z) na
intervalu [z7 — a1, 21 + a1]. Timto jsme provedli tzv. prodlouzeni doprava
(anal doleva). Tento postup lze opakovat: vznikaji feSeni @) na intervalech
[T, T + ag, ¢imZ se puvodni FeSeni ¢(x) rozsifuje na sjednoceny interval
[ZEO — ag, Tk + ak], k € N.

Tim vznikd otdzka: Kdy a jak toto prodluzovdni skonci? (Napf. ndrazem na
hranici definicniho oboru funkce nebo unikem teseni do nekonecna.)

12



EXISTENCNI TEORIE

DEF (Prodlouzitelna funkce):

Nt ¢ = p(z) Fesi tlohu (3) na int. [«, 8], kde 2y € [«, f]

Rekneme, ze ¢ je prodlouzitelna doprava (anal. doleva),

pokud 3 feseni ¢ = ¢1(x) tlohy (3) na [ay, f1], kde oy < aa 8 >
tak, ze p1(z) = ¢(z) pro x € [a, f]

Resenf je neprodlouzitelné doprava, pokud neni prodlouzitelné doprava
(nelze prodlouzit za f3)

V (Kritéria neprodlouzitelnosti):

Nt I' C R? je oblast, [xg, 5] €T, f € C(I).
Reseni ¢ = p(z) tlohy (3) je na int. (o, 5), ¢ € (o, 5) neprodlouz.
doprava <= plati alespon jedna z nasl. podminek:

1. =+

2. ¢(z) na levém okoli # neni omez.

3. lim p([z,o(x)]|0T) =0

rz—p_

oI
F [$0, yo]

Dk:
(1) (<) : B = +o0 nenajdu vétsi f;, a tedy z def. neprodlouz.

(2) («) : tvrzeni budeme dokazovat obménénou implikaci, tedy piedp., Ze
¢ lze prodlouzit = ¢ lze vyéislit v o = 5 = [5;9(8)] € I' = ¢, ¢’ spoj. v
x = 3 = ¢ omez. na okoli

(3) (<) : predp., ze ¢ lze prodlouzit = [z, ¢(z)]||.=s lze pouzit jako poc.
podm. pro prodluzovani doprava, tj [3,(8)] € I'. Vime, Ze metrika p je
spojita = 0 = lim p([z; p(x)]|OT) = p(1B; p(B)][OT) = [5: (B)] € OT,

O =T NR2\T je uz. = [B;¢(B8)] € 9T spor (I' N AT = ()

13
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(=) Dikaz provedeme sporem pro vSechna kritéria najednou.

Nt ¢ = p(z) je neprodlouz. feseni a zaroven plati =(1) A =(2) A —(3)

Z—=(1): R (P =—o0 triv.), podle lemmatu (x) y = lirél e(r) eR
T3~

Z =(3) =—( lirél o[z, p(x)],0T) = 0) = lim bud neexistuje, nebo mé jinou

=B~
hodnotu. Ze spojitosti p pak lirél o[z, p(x)],0T) = p([5,y], ), tzn. lim
=B~
3. (a ma jinou hodn.). Ozn. 0 < py = liIél p([z, o(x)],0T) = p([B,y], ) z
z—p~

toho rovnou plyne [3,y] € I' = [, y] lze pouzit jako po¢. podm. (3) a FeSeni
@ tak prodlouzit - spor.

(*) Lemma

Nt plati pfedp. Peanovy véty, zo € («a, 5) a plati =(1) A =(2) A —(3). Potom

lim ¢(x) existuje a je realna.
z—pB~

Dk: Predp. I' € R? je oblast, [zg,50] € T, f € C(I'), ¢ neprodl. doprava,
=(1) A =(2) A =(3). Sporem nt dale neex. lirél ()
=0~

Z —(1): B < 400, 7(2) : ¢ je na okoli 4~ omez. Ozn. dale:

m={za 3l C (e, ) |2 "= 87}
P = inf{liggfgp(mn) | {z,} € 7}
Q = sup{limsup p(z,) [ {z,} € 7}

n—oo

Snadno se pomoci Heineho ujistime, ze P < () a z omezenosti ¢ na okoli
plyne —oo < P < ) < +00. Déle si promyslime nasl. kroky:

1) Hodnoty ¢(z) jsou pobliz P i Q
Proe>0:

(3@}, {3} € m)(liminf o(T,) € [P, P+8), /\ N

def

limsup (7 € (Q — 5 Q1) & (3ny)_ / § :
(¥ > no)(p(7E,) € [P, P +2) A plan,) € \/ @

(Q—¢&,Q)), kde z, = 57, x5, = -

tim fce p(z) nabyva i v8ech hodnot mezi P+ca @Q — €

14
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2) Vsechny body z usecky {£} x [P, @] jsou pro graf ¢ hromadné
tzn. (Vyo € [P, Q])([8; yo] je hromadny bod) : yo € [P, Q] :
e yo= P Q viz 1)

e Y€ (PQ)=zvolmee: P+e<y,<Q—¢
Pak pro dvojici [z, ; (x4, )], [x;?:” 90(377;)] 17, tak, ze o(T,) = Yo AT, — 5~

<yo >Y0

3) Usecka U = {8} x [P, Q] nelezi cela v OI'
[ je def obor. f pro ¢ = f(x,y) ,

y(wo) = o or
I" je oblast, [zg,yo] € I'. Déle dle 2)
z—pB~ X

p([z,p(x)]|U) "= 0.7 —(3) ale plati B
~(Jim p(lz, (@)} |OF) = 0) = U ¢ O =

(3yo € [P, QN([B,w0] € IT) = [B,y0] €T

4) Konstrukce D C I' a spor

Dle 3): (Fyo € [P, Q])(Fe > 0)(Fd1 > 0)(D = [f—01, 8] X [yo—¢€,y0+¢] C T).
f € C(1), D komp. = (3M > 0)(v[z,y] € D)(|(z,y)| < M). Dle 1), 2);
(3{zn}, {Z,} € 7)(3ny)(Vn > max{no,nl})(go( n) =Y — & ¢(Tn) = yo + &,
Tn,Tn > B — 01). Pak kdyz pro dané € > 0 (z konstrukce D) zvolime
6 = min{dy, 577}, bude platit

= — L / — = — =
n) — n = n n — 4n = ny n n ~ “n |, kd
| p(Tn) — @(Tn) | &' (€a)l[Tn — T |f (s 9(En))| | Tn — T |, Kede
2e <M <é
& € |Tn, Tn| & vyuzivame faktu, ze p fesi v = f(z,y) tj. ¢'(x) = f(z,¢(z))
y(20) = Yo
)
Lo
or

15
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tj. 26 < M6 < Mz5; < 5 spor. ~ 3 lim ¢(z) =L €R

=B
Vime tedy za jakijch okolnosti je Teseni neprodlouzitelné, zbyvd se jen overit,
zda-li takové Tesent existuje.

V (Existence neprodlouzitelného feSeni):

Nt ' € R? je oblast, f € C(T), [zo, yo] € T.
Potom existuje doprava i doleva neprodlouzitelné feseni ulohy (3)

Dk: proces prodlouzeni je dan opakovanym pouzitim Peanovy véty. Ozn.
VneN: E, = {lx,y] € T'||z —:1:0]_< n A ly—yo| <n, p([z,y]|OT) > 1}
Potom £, C I' je kompakt a plati E,, C E, 1. ¢ Tesi (3), pak [z, p(z)] € E,,
pokud |z — zo| < n A |p(x) — yo| < n, p(lz, p(x)]|OT) > <

Predpokladejme, ze (In € N)([z, p(z)] € Es, ¢(x) je neprodlouz.),
z kritérii neprodlouz. déle plati —(|x — zo| < 1), =(|e(x) — yo| < 1),
=(p([z, ()] | OT) > +) ~~ @(x) unikne z kazdé mn. Ej

postupneé:
pro By : 3[ag, p(ag)] & E1 A (Ing > 1)([ag, p(ag)] € E,, CT)
pro E,, : J[ar, o(a1)] & En, A (Ing > ny)([ar, ¢(a1)] € E,, CT)

pro B, : ax, o(ax)] ¢ En, A (Fniss > i) ([ar, @(ar)] € Enyyy CT)

Vzniké posl. {ax}32,, ktera je rost. (agy1 > ax) = 3 klim ar =a € RU{+o0}
— 00

a p Tesi (3) na [zg,@). Sporem ukazeme, Ze je neprodlouz. doprava.
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Nt ¢ prodlouz. doprava = —(1) A =(2) A =(3) REC G hrn o(r) =B €R.
Déle plyne z =1 :@ < +o00, z =3 : ( lim p([z, ¢(z)]|OT) > 0) a tedy
(3p > 0)(B = B([a. 8],p) CT) a (3do > 0)(V[z,y] € B)(p([z,y]| OT) > do)

or

2

lak, p(ax)] "= [@, B] = (ko) (Yk > ko) ({ax, p(ax)] € B)

E, C B = (Bk)(Vk > k) (5 < do, tj. BC Ey,)

Pak Vk > kg : (do > é)/\ (|l’o—a| +p+ |yo—B| < nk)

Nakonec: N

a) |ar — xo| < lax — @ +|@— 0| <P+ @ — zo| < |wo—a| +7+ |yo — B| < nx
A _ _ _

b) [p(ar)—yo| < |e(ar)—B|+|6—yol < p+|8—vo| < |zo—a|+p+|yo— 5| < ng

c) p(lax, p(ax)] [ OT) > dy > -

< (Vk > ka)([ax, p(ax)] € En,) spor.

flr,y) = ¢'(x) = f(z,0(x)),r € (a, B)

y/
y(z0) = Yo
felCl)=¢(x)I=¢peC((a,B) = f(x,0(x)) € C((c, B))

(x
= ¢'(x) = [z, ¢(x)) € Cla, B) = ¢ € C'((a, )

} ozn. ko = max{ko, k1}

pozn. : Nt ¢ na («, 3) fesi

V (Vyssi regularita feSeni)

Nt plati pfedpoklady Peanovy véty a nt f € C®(T) pro p € Ny
Potom feseni ¢ na (o, 3) ma vyssi regularitu tj. ¢ € C®+D((a, B))
Dk: pomoci netiplné indukce: f € CO(I') "= p € C((a, B))

Nt plati IP f € C*(T') = p € C*"((a, B)), Vk < p. Pak f € C*(T)
= f(z,0(x)) € C*((a, B)) = ¢'(z) = f(z, ¢(z)) € C*((e, B))

= p € C*2((a, B)). Pro k < p uZ nelze provést.
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V (O spojité zavislosti na datech):
Nt I' C R? je oblast, [zg,y0] € T, M, L > 0 pevné,
|

F=A{feC)|Viz,yl, [z, 9] € T, [ f(z,y)| < M,[f(x,y) — f(z,9)| < Lly — g[}
Nt ' = f(z,y) ¥esi ¢ = ¢(x) na [a,0] a § = f(z,7) ¥esi ¢ = @(x) na [a,b]
y(zo0) = Yo Y(To) = Yo

pro f,f € F.

Potom plati: (Ve > 0)(30 > 0)(V[2o, 9o] € T', [To — wo| <, [g0 — yo| < 9)
(Vf e F ¥z, yl € D)(|f(z,y) = f(z,9)] < 0) (Ve € [a,b])([o(z) — @(2)] <€)
pozn. : Spoj. zavislost na datech pro (3): v = f(x,y)

y(wo) = Yo
Predp. : [xo,90] € T, f jsou data, kolem nichZ spojitost zkouméame.
Nt (ap, o) je def. obor neprodlouz. feseni ¢ = ¢(x) pro tlohu (3) s daty
[z0,70] & f € F. Pro zménéna data |70, g0, f € F uvazujeme interval [a, b]

C [, Bo) pro feseni ¢ = p(z) tlohy (3): i = f(z,y)
y(%0) = 9o
Dk: .
Krok 1: lemma: ¢ = p(z) <= o¢(z) =yo + [ f(Z,¢(2))dz (anal. pro (3))
dk: (=) : dosadime do (3):

¢'(x) = f(z, o fdif = () f f(@
©(0) = Yo o R_;)J

(<) o(x) —yo+ff ©(2))dz = ¢(x0) = o,

H>

derivovanim: ¢'(x ) = f(z,¢(z))

Krok 2: odhad rozdilu ¢(x) — ¢(z)
p(x) =yo+ [ f(#,(2))d2

@(z )—yo+ff:i-s5 7)) di

To

= (@) = B(x) = yo— o + | FlE (@) di — [ F(&, @) di = yo — 5o +

Ff(z,¢(2)) o w
PP (@) — TG, 0(8) di + [ T2, 0(8)) di = yo — g0 + [ (f(@0(2))
F(6,0(2)) di + J(F(o 3(@) — Flo p@) di + | F(2,9(2)) di
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S pozadavky: |yo — ¥o| < 9, |xo — Zo| < 0, f € F : )
|f(2,0(2) = f(2,6(2))] < Llp(@) — o(2)| A (V[z, y] € D)(|f(2,y) — fz,y)| <9).

Tedy [p(z) — @(x)] < 6+ | [ Llp(2) — ¢(2)[d2] + | [ odi| + [ [ M di| =

zo zo Zo

6+ [ Llp(2) — ¢(2)]d2] + |x — 20| § + |T0 — x| M < 6(1+b—a+ M) +
——

Zo

<b—a
| [ Llo(z) — ¢(2)] d|, kde nechavame abs. hodnoty vné int., protoze z Peana

o
mize byt x > x5 nebo x < xy. Na zbytek ditkazu vyuzijeme obecné lemma.

Lemma (Gronwell):

Nt u : [zg, 1] = Ry je spoj., a,7 > 0,8 >0 a u(z )<a+f Bu(s) + ) ds,

x € [0, 71]. Pak plati Vo € [xg, 7] : u(z) < ael@==0) 4 (6’3(””_“"30) —-1)

5
Dk: ozn. v(z _a+f Bu(s) + ) ds, kde u(z) < v(x),v'(x) = Bu(z) + v <
Bo(z) +v = v'(x) — m( ) <y /- e Bl

'U/(Qj)eiﬁ(w z0) BU( ) (z—=0) < e —B(z—w0) — di(v(m)e—ﬁ(x—xo)) < ,ye—ﬁ(z—azg) /fdf

N xT

Zo
}dz(v(r)) ~Bl===0)

() ) —u(z) < 3(1 - e Hem) /. o
= u(z) < v(r) < v(re)ef®=70) 4 %(65(33*5”0) —1), v(xg) =«

V nasem piipadé je u(z) = |p(x) —@(z)], « = 6(1+b—a+M), =L,y =0,
pak (zvlast pro x > zp a x < x¢)
| $0|§B—(_l B

= |p(x) — ¢(x)] < 5(1+b—a+ M)elle—=l < 5(1455_5+M)65(b—a)
Pak pro zadané £ > 0, uréime § := (1 + b—a-+ M)~ efﬁ(bfa)gy a pro

|zo—0| <0, [yo—t| <0, 1f(z,9)/f(2.y)] <4, [x,y] €T = |p(z)—p(x)] <,
x € [a,b]
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DEF (Soustava ODR 1. fadu)

Nt k. R4+ SRk =1,....nje oby¢. dif. vyraz
Pak Fl(x,yl,...,y”,%,... Y =0

? dx
: (4)
1 d 1 dvn o
F'Yz,y' ..y ., 5=) =0
se nazyva oby¢. dif. rovnice 1. ¥adu pro neznamou vekt fci y = (y',...,y") "

dy' _

Soust. L Yyt oo y™)
&=yt Ly
se nazyva ODR 1. fadu v normalnim tvaru, s vekt. zapisem ¢’ = f(z,y)

kde slozky vektorid maji horni indexy

pozn. : Lipschitzkovskost pro f : R'*" — R vadi vektoru y: pro I' ¢ R
oblast a [zo,50] € I'; (3Hzeye) C I' okoll)(3L > 0)(|f (2, y) — f(x,9)| < Lly — gl),

kde | (x,) — [(e,5)| = (z gty — fi(x,zil,---,gn)\Q)Z,

y— gl = (z i — W)

tvrzeni: Pokud I' C R'™ je oblast, f: ' — R"™, (Vi € n)(Vj € ﬁ)(% e C(IN)),
pak (V[xo,yo] € T')(3po > 0)(f je lipschitzkovské vici y na B([xg, yo|, po))
dk: proi € n:ozn. ¢g'(t) = fU(z,y +t(y —y)), t € [0,1] =

l9'(1) = g'(0)| = |f* (=, 9) — f'(z, )l = {g" € C*([0,1])} = (¢")(£)(1 = 0)

n Qfi o o o o 2
—\Zm(xvy+f(y—y))-(yj—yj)!SLZZ\yJ—yJ!SnL’(E!y’“—y’“P)
j=19Y j=1 k=1
or

— nLig—yl. Pak |f(e,y) — f(, )] = (2 Fiay) - fi(:c,z?)|2>2 <nly—7

/P?
S}
e
~_
Nl=
g
VAN
gl
3
nlw
sl
<
|
<
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V (Picardova):

Nt ' c R oblast, n € N f € C(I), gij eCl),i,j=1,...,n, [ro,y] €T
Pak fes. ulohy (5) v/ = f(z,y) ozn. ¢ = ¢(x) jednozn. 3 na int. (¢ — ag, Ty + ao)

y(wo) = Yo

Dk: Uz vime: ¢ = p(z) fesf (5) < () :yo+ff(i', p(2))d (x)

zo
() motivuje navrh Picardovy iteracni posl.:

po() = yo na ( 0—a0,900+a0)

p1(z) =yo + f f(@ 1)) dx Tim vzniké féni posl.

{x 372 na (xo — ao, 2o + ag),
kde ¢ € CW((zg — ag, zo + ag))

e (@) = yo + [ F(&, on(®) da

lemma: Posl. {¢;}22, na (o — ao, zo + ap) konverguje stejnomeérné
dk: chceme BC, tzn.

(Ve > 0)(Ing) (Vk > no)(Vp e N)(Vz € (xo — ap, xo + ao)) (|@r+p(T) — pr(x)] <€)
| Pr+p(®) — Pr()| < Z | Prvi1(2) = Praa(@)]

Fpr41,1=1,...,p—1

p1(z) — ol I—\yo+ff )dx—yol—\ffxyo dz| =
\\f-/

Z0
=%o

xT

(é |f$fi(5%73/0) dzf:]2> < {/I fi(Z,y0)dz|* < H | f1(Z, y0)| d2|? < | / £ (2, y0)] (1;?'\2}

r0o o

S(Enllf|f(i,yo)|dsﬁ|2) — il [ f (@) dé|  om. (x)

i=1 xg

[0, y0] € I ot. = (Ipy > 0)(B = B([xo, Y], po) CI'), B omez. a uz.
= B xomp. B (3M > 0)(¥V[z,y] € B)(f (@, )| < M), pak () =

\/_\f!fxyo\dw!<\/_M!fd$\ VM |z —xo|  (O)
——

<M pro [&,y.]€B

pale) — @1(@) = lwo + [ @ @@ de — o + [ S go(@)de)| =

xo o
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!ff )= [ (&, ¢o(2)) dz| = Zil!ff”(i, p1(2)) — fi(i“,soo(a?))dﬂ?)
<H/(1 1 ))*/(’ 0(@))] < /(& 01(2)) — F(&, 00(2))1}
< \/_If\f 2))=f (2, p0(2))] dz| < \/_Llflsol (#)[dz]  (OO),

kde j Jsme vyuzili lok. lipschitzkovskosti f.

Dle (O) je (OO) < vaL| [ yaM|i—zo| di| = vALyaMEZL (OO0)

. x—xo|kt1
hypotéza: |ppi1(z) — wr(r)] < \/_M(\/_L)k‘ kﬂ
dk: k =0V
k=1Vv
zbytek indukci: Nt H. plati pro k € N,
P
|orr2(®) — o1 (2)] < VL [} 1o (2) — ou(@)] d] <

|k+1 |k+2

VAL| [2 M (/RDFEZEL i = M (VL) (VaL) B

A pak tedy plati:

erip(T) — ()] < z (ki1 (2) — Prpa(@)] < 2 \FMMLW%

Vsimneme si, ze na PS ziskivame jakysi soucet AK mocninné fady

nM (y/nL) == xO‘J, s pol. konv +o00. Nevznika tedy dalsi omez. pro z,
G+1)!

(z0—ao,x0+ao)

kromé [Z, o] € B, ur¢ime tedy napt. ay = 2,00, pak pp =

lemma: ¢ fesi poc. tlohu (5)

dk: Picardova iterace: opi1(x) = yo + [ f(Z, r(2) d2), dile z BC:

/(@ Prap(@)) = f (2, on(2)] < Llprss(2) — gula)] = - (. <pk(:1:)) = f(z, ¢(x))
. o (@) = o + | £ ou(@) 4 — 9(a) —yo+ff ) d, kde @41

xo
konv. bodové

lemma: Reseni ¢ je jediné

dk: Nt ¢ také fesi (5) na (o, f), 2o € (o, B), pak

o) = yo + [ F(&,0(8)) di na (20 — a0, 0 + ao),

xO

b(x) —yo+ff ) di na (a, f),
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xT

(@) — (@) = | [ £ p())— FE0() di] S aL| [ |p( —(#))] 2]

zo

Gronwall: u(z) < a+ [(Bu(s) +v)ds = u(z) < aeBlE—zo0) 4 %(eﬁ(w—xo) —-1)

Zo

u(r) = |p(z) = Y(2)], =0, B=/nL, v=0= u(z) = |p(r) — () <0
= () =9Y(z),z € (xg — ap,xo + ap) N (e, B)

Lee Madgwick’s "The Veil"
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Analyticka feseni LDR

DEF (Soustava LDR 1. fadu):
Nt I C R je int. (Vi,j € n)(a;; € C(I),b; € C(I)),

Pak 9 — S~ ay;(2)y’ + b (2)
j=1
(6)

W= Sy g ()Y + ba(z)

vekt. zapisem y' = A(x)y + b(r), kde A(z) = (ai (7))} =1, b(z) = :
by ()

se nazyva soustava linearnich dif. rnic 1. fadu s pravou stranou b(x). Dale
y' = A(x)y ozn. (7) se nazve soustava linearnich dif. rnic 1. fadu bez pravé
strany.

pozn. : po¢. uloha y = A(z)y + b(z) ozn. (8) je jednoznacné res. na I dle

y(20) = Yo
Picardovy véty a existence neprodlouz. feSeni, nebot f(z,y) = A(x)y + b(z)

= I['=1xR" pro [ ot. je oblast = f € C(I') a g—g(x,y) =a;i(xz) € C(I)

DEF (LDR n-tého Fadu):

Nt I C Rjeint., (Vj € n)(p; € C(I))(q € C(1)),
Pak y™ + pi(2)y™ Y 4 po(2)y ™2 + ... 4+ pu(2)y = ¢(x) na I ozn. (9)
se nazve linearni dif. rce n-tého fadu s pravou stranou ¢(z).

Déle y™ + py(2)y™ Y + po(2)y™ 2 + ...+ pu(z)y = 0 na I ozn. (10)
se nazve linearni dif. rce n-tého fadu bez pravé strany.
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pozn. : vztah mezi (6) a (9):
Pokud ozn. z'(z) = y(x), 2%(z) = 9/ (x), ..., 2"(x) = y"V(x), pak vekt. fce
()

z(x) = : splii. soustavu:

(2")(2) = 2" (2) =y (2) = —pi(x)2"(2) — ... — paz'(2) + q(2)
0 1 0
0 1
kde A(x) = , b(z) =
1
~Pn —Pn-1 .- —P1 q(z)

pozn. : pocateéni tloha pro (9) na I:

Yy 4+ pi(2)yT Y + pa(2)y " L+ pala)y = q(2)

y(zo) =y, v'(wo)=wg , - » y" Dxo) =y5 ozn. (9)
je Tesitelna jednoznacné dle Picardovy véty.

pozn. : Nt yy,...,y, na I fesi (10), pak kazda lin. kombinace tesi (10):
n ) k
oz1. Ly = y(n) + Z pj(x)y(n_J)u kde pro ai,...,Qqp € R7 y(l‘) = Z Oélyl(x);
j=1 =1

(n—j)

palc Ly(o) = (S ) " S (Sem@) = Sa@n) -0

Dale nt y tesi (9) a z fesi (10) na I, pak y + z fesi (9):
Ly=q, Lz=0 = L(y+z2)=Ly+Lz=q
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DEF (Linearné zavislé fce na int I):
Nt na I C Rjeint. fi,..., fr : I — R jsou na I LZ, pokud:
(Fou, .. can €R, Y- fay] # 0) (Vo € 1) (D o f(z) = 0).

j

J=1
V opa¢ném piipadé fekn., ze jsou LN.

pit. : fce 1,z,..., 2% na (—1,1) = I. Piestoze x|,—0 = 0,..., 25|, = 0,
fce jsou na I LN.

DEF (Wronskian):

Nt I C Rjeint. | fi,..., fr : I — R jsou diferenc. do fadu k-1. Pak fce:

fz), o fil@)
Wi g () = ' : k: se nazve Wronského determinant.
@) B0,

(Wronskiéan)

V (Wronskian LZ funkci):

Nt I C R jeint. fi,..., fr na I dif. do fadu k-1 a LZ na I,
Pak (Vo € I)(Wy, . r.(x) =0)

Dk: vime, ze (3aq,....an € R, > || # 0)(D a;fj(x) = 0)
J

j=1
N fr
— (vzeﬁ)(vxez)éajf;l)(x):c)) — I f’“
a fl(é—1) f,ik"”
LZVz el = (Vo el)(Wy, s (x)=0)
F.o: fi(z) = 23, fQExg = ]w(\3)
_ filz), folz
Wnel?) = 5(2), hiia)

I
=)
N—
=
—~

x) = fo(r) LZnala Wy p(x) =0
fi(z) =23 fo(x) = —a® LZnala Wy p(x) =0
=(-=1,1), fi.fs LN nalale Wy, f,(z) =0, Vo € [
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pozn. : nf y fesi (10) tj. y™ + > pj(z)y™ ) = Ly =0na I
j=1
1) y =0 na I tesi (10)
2) Poé. tloha Ly = 0 na I, yxo) =0, y'(z0) =0, ...,y Y(x) =0
mé jediné feSeni y = 0 dle (1) a Picarda
3) Nt y1,...,y, Tesi (10) na I, Ly; = 0 a (Fxg € 1) (W, ...y, (z0) = 0),
Pak y1,...,y, jsouna I LZaW,, ., (xr)=0,Vrel

yi(xo) ... yn(xo)
dk: Wy, .y (x0) = : : = 0, tj sloupce jsou LZ <
y" Vwo) (o)

(Ban,- - an € R, Y oy £ 0)(X ayy(20) = 0, 1=0,...,n— 1),

j=1 J=1 N\ e

y ()
ozn. Y(z) = 3 ajy;(z) a Y(xo) = y1, Y'(20) = 2, - - ., YV (20) = ¥,
j=1

zdefLZyy =...=y,=0,pakdle (2) Y(z)=0nal = (Vx €1I)

(VI € n/—\l)(Y(l)(x) = Y a;yi(z) = 0) a tedy sloupce ve Wronskiénu jsou
j=1

Vo € I LZ se stejnymi koef. o; = W, . () =0ay,...,y, jsouna I LZ.

V (Wronskian jako test LN):

Nt na I yq,...,y, tesi (10), tj Ly = 0. Pak nastanou pouze 2 piipady:
a) (Ve e I)(Wy,...ym(x) =0) ayp,...,y, jsou LZ na I
b) (V& € I)(Wyy...ym (#) #0) & i1,y jsou LN na I
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DEF (Fundamentalni systém):

Nt 41,...,y, na I fesi (10), tj. Ly; = 0 a jsou na I LN

Pak soubor (y1,...,y,) nazvu fundamentalni systém (FS)

V (ReSeni jako LK FS):

Nt (y1,...,yn) na I je FS. Pak kazdé feseni (10) na I lze nakombinovat z FS

Dk: Nt Y =Y (z) esi na [ (10). Zvolme zy € I a ozn. 71 = Y (x0),72 = Y'(x0),
e =Y (). Soubor (yi,...,yn) FS = W, . (20) # 0 tj.

Y1 (o) Yn(T0) gi!
: . : LN a tvori bézi R" a : nakombinu-
n—1 n—1
" (o) (o) Y
jeme pomoci aq, ..., 0, Vi = >, ajyj(i_l)(xo)
j=1

ozn. z(x) =Y (x) — éajyj(x) = z(xg) = Y(xg) =11 = 0,2'(z9) =0,

.2 D(z0) = 0 a Lz = 0, pak podle 2. bodu pozn. z =0 na I,

n

tj. Y(z) = > ajy;(w)

J=1

V (Liouvilleova-Abelova):
Nt na I =R, fce yy,...,y, tesi (10): Ly; =0, nt o € I.

Dk: Def si obecné B(z) = (b;;(z)), a ukazme, jak vypada derivace det B

bll(ﬂf) N b1n<l’)
% det B(z) = % > (=1 blw(l)(x) ) ()| = ; (i) (z) .. (bin(2))
boi(z) ... ban(x)
kde jsme v poslednim kroku pouzili pravidla pro derivaci soucinu.
y(e) o ynlz) yi(x) ... yn(z)
= & W@ = 2 Wy @Y =Y Y
y%nil) e yﬁbn*l) ygn) e yT(L")
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yi () Yn(2)
n n n—I n i—1 i—1
= {y\"(z) = —l;pz(rr)y]( '(2)} = - 2nlo) y§ : i
n—I n—I
y§ ) y( )
:_pl(x)Wyl ,,,,, yn(:[)
Wy, o (@) Wy, ..., o
dWyf,lu.,yj(I) = —pl /w{ dz = In (Wy1 77777 Y > = — fp1
Wi um (z) = Wi, - exp ( fpl

pozn. : Pro y™ + py(2)y"™ Y 4+ ...+ p,.(2)y = q(x) (x) mame

yi(z) .. ya(2)
Wy = : : jako test LN na I.
" ”( ) oy V()

(y1,---,Yn) je FS pro (*) pokud je LN soubor feSeni pro ¢ = 0
W,..wm (o) - €xp ( f p1(2) dz) plati pro lib. soubor FeSeni (x)

V (O existenci a jednoznacnosti LDR zadané FS):

Nt y1,...,y, na I maji spoj. derivace viech fada n a Wy, _, (x) # 0 na I,
pak 3l rce y™ + pi(z)y™ V) + ...+ pu(z)y = 0 (O), pro niz je
(y1,-..,Yyn) FS na I.

Dk: a) Existence: konstrukce: pro lib y = y(z) se spoj. der. do Fadu n,

Wyan,yn (T) = ’ Sx ylzw yn;l’ = {rozvoj dle 1. sloupce} =
Y@ 5 @) (@)

(=1)> 2y (@) Wy, (@) + (= 1)y D (@) Dy (@) + ..+ (=1)?y(2) Dy (@)

.....

pak def. : pi(x) = (—1)"“*"*2% L pa(z) = (=1)F 72 D ()

Wyp,.oyn (2) Wyi,oun ()
—om—2Wyu,.., n (T) n n—
(—1)7 22 =y (@) + pr(2)y ™Y + .+ pa()y
vSimnéme si Ze pro y(z) = y1(z), ..., Yn() je Wy, y1.n(®) =0=y1,...,Un

fesi () s uvedenymi py, ..., p,
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b) Jednoznaénost: nt y™ 47 (x)y™ Y 4. . 4+ r,(z)y = 0 Fesi také vy, ..., yn

dosaz. do obou rnic a odect. ziskdme podm. pro VI € 1 (p;(x) —rl(x))yl(nfl) +

(p2(x) — ra(@))y" (@) + ... + (pa() + 7al@))y(z) = 0 1

Ptedp., Ze rce nejsou stejné, pak (kg € 1 nejmensi)(py, () — ri,(z) # 0) a
ziskdme celkem n feSeni pro rci n — kg-tého radu, spor.

pozn. : 4™ + p(z)y" V) + ...+ p,(2)y = q(z) Fesime metodou variaci konst.
Méjme reseni bez PS y(z) = > cx(2)yp(z), kde y1, ...y, FS
k=1

n

V(@) = Y G@n)+ 3 a@l) (1

k=1 k=1

HOEDILACTIDES ACHAE (2)
k=1 =1

Yy (@) = 3 @)y (@) + é @)y V(@) (n-1)

Sy + Z cr(@)y™ + py(2) Z @)y + . pa(a) Z cxyr = q()
k=1 —

V (O existenci FS):
K zadané uloze (10) existuje FS.
Dk: Méjme y™ + pi(2)y™ Y + ... 4 pu(z)y = 0, ukazme, Ze pro tuto rnici

existuje FS, tj n LN feSeni yi,...,y,. Vezm. bazi (vy,...,v,) € R" a na-
stavme n po¢. podm. y(zg) = v] . y(zo) = v}

y'(z0) = vi Y (o) = vf

y " (wo) = of y "D (@) = vy
Picardova V. pak zajisti ex. n rnic ozn. (y1,...,y,), které fesi soustavu na-

hote, které jsou navic LN = (y1,...,y,) FS
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LDR n-tého radu s konst. koeficienty

DEF (LDR n-tého fadu s konst. koeficient):

DR tvaru agy™ + a1y™ Y + ...+ a,y = q(x) s pravou stranou (11)
aoy™ + a1y Y+ .. +a,y=0  bez pravé strany (12)
ar € R, k€n,ag#0

pozn. : Charakteristicky polynom: p(A\) = > a;A"™7

V (O charakteristické rovnici):

Fce tvaru e*® fesi (12) <= p(A\) =0

Dk: ¢ dosad. do (12): > a; dd;;jj (M) = > a;Am et =0 p(A) =0
=0 j=0

V (O feSeni pro rizné kofeny):
Nt Ai, ..., A\ jsou riizné koteny p()), pak eM? ... e jsou LN Fedeni (12)

Dk: z predchozi V vime, Ze e*® jsou Fedeni, jako test LN pouZijme W:

M . e 1 o 1
/\16)‘19C Ce )\k€/\kx )\1 . )\k
W(z) = _ , =eMT e | .| #0
k=1 Mz k=1 Az k—1 k—1
Al e D VS Al AL
<= \,...,\, ruznd eM® .. e LN na R

V (O feSeni pro nasobné koreny):

Nt Ao je k-nasobny kofen p()), pak fce et xeo ... zF=lero® fesi (12) a
jsou LN na R

Dk: lemma: nt Ay je k-nasobny koten p(\), pak p(A) = 0,p'(Ao) =
0,...,p% V(X)) = 0. dk: char. polynom lze reprez. p(\) = (\ — )\o)kQ()\),
kde A neni kofen a @ je néj. polynom stupné n — k. Pak p(Ag) = 0,p'(A\g) =

k(Ao —X0)* Q) = 0,...,p* D (Xg) =0
Def g(z, ) = {LS (12) s >} — 2 0 () = 30 ;AT = p(A)e

dxn—J
0

J:
0,.. 8’;’19(%}\0) =0

e L

g(%, )‘0) = 07 a)\g(l.a )‘0) ()\0) on + p()\o)xe
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j " ! n—j n n—j .
Srole ) = Y asd (£ (7)) = St (3 (),
Jj= j=
protoze 2g(x, Ao) = 0 = e Fesf (12).

u LN lze vykoukat, Ze jediné trividlni LK da nulu, tj. aq, ..., :
k—1 k—1 )

SN aate =0 <= Y ot =0, Ve = a; =0,Vi € k

1=0 1=0

V (FS pro (12):)
Pro rci (12) ma FS tvar:

6)\196, 336)\136,

7 xklfle)\lz
)

ApT kp—1  Apx
)

e e , T e

kde ); je kofen p(A) s nasobnosti k;,
P

J
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Soustavy LDR 1. radu

DEF (Soustavy LDR 1. fadu):

y' = A(x)y +b(z) s pravou stranou, (6)
y = A(z)y bez pravé strany. (7)
ozmad. (9) : y™ + pi(x)y" ™V + ..+ pu(x)y = q(2)

pozn. : rce (6) a (9) se daji navzdjem porovnat substituci (umime), tzn.
veskeré znalosti o (9) aplik. i pro (6)

y;ﬁ Yk
Vi U
pozn. : yi(x),...,y,(x) Tesi (7), pak ozn-li y,(z) = | . = _ ,
vk yp Y
yi(z) .. ya(z)
Wronskian bude W, ., (z) =]
yi(@) .. yn(@)

a Y,...,Y, tesici (7) na I LN & W,
(y1,---,yn) je FS a FS vzdy existuje.

s () # 0na I. Dale LN soubour

.....

V (Liouvilleova-Jacobiova ):

Nt A(x) je spojita na I, yy,...,y, esi (7), g € I.

777777777

LW, @) =S| @) o G| =3 S @) i) . )

=1 I=1j=1
yr(z) ... yn(o) yr(z) ... yn(x)
0 pro [ . el o n
2N () Wiy (2), kde jsme vyuzili, ze (y(2)) = 3 ayyl(z).
=1 j=1
——
trA

AWy (@) F .
dme,lm,yj(x) =trA = Wy, 4. (¥) = Wy, . (20) exp (JO trA(2) dx)

33




SOUSTAVY LDR 1. RADU

V (Obdoba vét drive):
1. FS pro ulohu (7) existuje.

2. Proyi,...,y, fcena I s 1. derivacemi a W, _, () # 0 na I ex. jedina

soustava (7), pro niz je (y1,...,yn) FS.

.....

Dk:

1) Resime po¢. podm. y = A(z)y , kde vy, ..., v, baze R" a obd. Picard zaj.
y(xo) = vk

ex. (Y1,---,Yn) '
W@ G - )
2) Def 0 L Di(z,y(x)) = Y (x) yl(x) e wl® a op&t r0zvoj
podle 1. sloupce y*(x) i) . yn(o)

pozn. : Variace konst. pro (6):
Méjme 3’ = A(x)y+b(x), kde feSeni bez pravé strany je y(x) = > ¢(x)yi(x)

n n

y'(x) = ZZI c(z)y(z) + 1:231 a(x)y)(x) dosadim do (6): ﬁ:lcg(:c)yl(a: + lzn:l o)y (x)

l
(46 £ alelnte)) +40) = ble) = 3 (o)

=1

pozn. i’ = Ay s konst. koeficienty

Hledam fegeni tvaru e*v, v € R®
Y = Ay & AeMv = Ae’v = Av = )\, tloha na vl, éisla a vektory

V (FS pro (7)):

P
Nt A1,..., A, € Crizna vl. ésla A, alg. nasobnost. v,(\;) = ki, > ki =n,
potom FS soustavy (7) je tvaru: =

My (), eMy(r) ... My, (@)
eApmypl(I)a eApx%ﬁ@) ekpmypkp@)

kde y;;(x) je polynomialni fce stupné < j, j=1,....k;
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pozn. : A lze kvazidiagonalizovat

pomoci transformace y = Pz ~~» Jordanovy bloky typu
pro A € o(A),
y = Ay ~ 2/ = ]z, tedy:

(1) = A\t a z(r) = e Mu(x) ~
(22) = X2+ 2! 2 (z) = AeMu(x) + e M’ ()

(2F) = M2k + 21

1 A
0

u' ()
uk—l(

Lee Madgwick’s "The fern"
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Okrajova tloha pro ODR 2. fadu

Meéjme typovou ulohu:

—(p(2)y") +q(x)y = f(z) na (a,b), ozn. (1)
ary(a) + fry'(a) =0,

azy(b) + Bay'(b) =0,

kde: p,p',¢; f € C(la,b])

(Jeo > 0)(Vx € [a,b])(p(x) > co > 0)

|Oéi’ + |Bz| >0,:=1,2

a zaved'me nazvoslovi:

p(x) ... diftzni koeficient

q(z) ... reakéni ¢len
f(z)... objemovy zdroj

pozn. : ¢ =0,aq,0 =0 = p(z) je ureno az na konst. = oo feSeni

pozn. : (1) je LDR 2. radu
—(p(@)y) + a(x)y = —p(x)y" — p'(x)y + q(x)y = f(x)
y" + %y’ — %y = —% ozn. (2) je lin. ODR 2. fadu, Feseni hled. pres

FS a variaci konst.

'+ B8y -8y —0  (21) VHRRY -y =0 (22
o) Zo o)
y(a) =& yla) =&

feseni vy (z) pro (2.1) a ve(x) pro (2.2) dle Picarda jednozn. ex.

tvrzeni: Hodnoty wy, &1, we, & lze volit tak, ze (vy,vs) FS na [a.b] a
avi(a) + frvy(a) = 0 A asvy(b) + Bavi(b) # 0
ava(a) + Brvg(a) # 0 A azva(b) + Bovy(b) = 0

dk: vi(a) =w1 =01 , va(b) =wy =Py , pak Picard zajisti ex. vy, vo
vi(a) =& = —a1 vy(b) =& =~

U1 U2

LN Wronskianem: W,, ,,(x) = o
1 U

leuon exp< fP )

kde P(x) = 2 xfof; 2 4z = In 2 = W,, 1, (2) = Wiy 0y (0) exp (— In 2l 0>)>

= p(x)wvlﬂa (I) =

g~

(20) W, 0y (x0) = konst., spec pro xp = b nenulova.
<co>0
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Existence:

Variace konst. pro ulohu (2):

feSeni bez pravé strany:

y(x) = c1(z)vy + ca(x)vg

y'(x) = djvg + dyvg +c1v) + covh
=0

y'(x) = vl + crv] + vl + covl)

i T A P € PR { C)
dosadime do y" 4 Tr5y" — oy = =20

vl + cpv] + vl + cgvg’ + %(clvi + couhy) — ZE g(clvl + coug) = i(—g

s védomim, ze: ¢;(v] + B ’U — —vz) =0, i = 1,2 pak mame:

ci (v () 4 c(x)va(z) = 0

& (20l (2) + cy(a)y(a) = — L)

s vyuzitim Cramerovo pravidla

/ __ Di(x) / _ D) | o () o vi(z)

i (z) = Woy 0y (@) ch(x) = Woy 0g (7)) Dy(x) = _f@) (2) , Do(z) = ! ()
p(z) 2 1

4(e) = srfe s — (o) - %bff(s)vg(s) ds + Fy
———

=k

h(z) = —% — c(z) = —1 [ f(s)ui(s)ds + By

E, 5 7z okrajovych podminek pro y(z) :

an(e1(a)or () + es(a)va(a)) + Bi(er (@) (a) + caa)v
az(c1(b)vi(b) + ca(b)va(b)) + Ba(c1(b)vy(b) + cab)v

(b
c1(a) Eal vi(a) + Bivy(a )Z—l—cz(a) Salvg(a) + 61v2(a)2 0

0 £0
c1(b) Sogvl(b) + 52’0/1(1))2 +co(D) Eozng(b) + ﬁgl};(b)z =0
— CQ(CI,) = CTE)b) =0 = E172 =0 -

Pak:

y(z) = —3 (f f(s)va(s) dS) vi(x) — 3 (f f(s)oi(s) dS) va(r) = [ G(w,5)f(s)ds

vi(s)ve(z), s < x,

kde G(z,s) = {

vi(z)va(s), s >
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Jednoznac¢nost:

Necht yy, yo TeSeni (1):

—(p(x)y1) + q(2)y = f(2) —(p(x)ys) + q(2)y2 = f(2)
ayyi(a) + Bryi(a) =0 a1yz(a) + Bryy(a) =0
ay1(b) + Boyi (b) =0 ay2(b) + Bayy(b) = 0

odectu:

—(p(@)(y1 — y2)") + q(z)(y1 —y2) = 0

a1(yi(a) — ya(a)) + Bi(yi(a ) —ys(a)) =

aa(y1(b) — y2(b)) + Ba(yy(b) — 5 (b)) =

ozn. z(x) =y (z) — ya(x)

~(p(a)2') + gla)z = 0 Jxta) ) [ do
arz(a) + 512'(a) =0 ¢
asz(b) + B22'(b) = 0

b

0= fb (—(p(2)z") + q(zx)z)zdz = — [(p(x)2')zdz + qu(x)zz dz =
s D = @ @ + ) et [ota

b
P dot [ a(w)2 do = 202 (B)p(b) + )2 (@)pla) = 0

L, g , ®3) (4)

-~

i) @)

(o
\v

kde posledni rovnost je tzv. energeticka rovnost

(1): fbp( )(z )Zda:>cof 2dxr >0

(2):

q(r)2*>dz > 0, pozadavek navic: g(z) > 0

8 =

proﬁ—iZO

5 ay # 00 2(b) = —22/(b) — +2p(b)(2'(b)* > 0
B0 )= —522(0) = +52p(B)(()? 2 0 pro g =0

pozadavek navic: agBy > 0

)22 de =
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a1 #0: z(a) = —%z’(a) o —%p(a)(z’(a))Q >0 pro — % >0
Bi1#0: 2(a)= —%z(a) — —%p(a)(z(a))2 >0

pozadavek navic: a1 57 <0

a1

pro _EZO

V (O jednoznacénosti):

Reseni (1) je jednoznacné, pokud:
- plati zédkladni predpoklady
_Q(x)zoy 0120751§0>O¢1_ﬁ1>0
%) 2 07ﬁ2 Z 07052—’_52 >0
-a; =0, as =0, (3x € (a,b))(q(xo) > 0)
Dk:
7 energetické rovnosti a predpokladanych nezédpornosti jednotlivych cleni
plyne, Ze v8echny ¢tyfi s¢itance musi byt rovny nule:

1)=0, (2)=0, (3)=0, (4)=0

Z podminky (1) = 0 dostéavame:
b
/p(x)(z’)2 de =0 = 2(z) =0na (a,b) = z(x) = Fy (konstanta)
Rozlisme pripady pro urceni konst Fy:
P =0V py=0:

Z okrajovych podminek pfimo plyne z(a) = 0 nebo z(b) = 0. Jelikoz z(x) =
Fy, znamena to, ze Fy =0 = z(x) = 0.

B # 0N By # 0:
a1 #0Vay #0:
Z podminek (3) =0 a (4) =0, tj.
(3) : p(b)%(z(b»? —0, (4 p(a)%(z(a»? —0

dostavame z(a) =0V z(b) = 0, coz opét dava Fy =0 = z(z) = 0.

ar=0ANay=0:

Pak automaticky (3) =01 (4) = 0. Vyuzijeme tedy podminku (2) = 0:
b

/q(x)zz(x) dr =0 = Fg/bq(x) dr =0

a
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Dle predpokladu existuje zq € [a, b] takové, Ze q(zg) > 0. Ze spojitosti ¢(x)
je integral kladny, a tedy musi platit Fy = 0 = z(x) = 0.

celkem: z(x) = y1(z) — y2(x) = 0 = FeSeni je jednoznacné
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