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UVODNI POJMY A DEFINICE

Uvodni pojmy a definice

Obycejny diferencialni vyraz n-tého radu

Nt F: R 5 R, F € CP(R*™), n,p € Ng.
Pak vyraz F(z,y,y,y ,...,y"™) se nazve oby¢. dif. vyraz n-tého fadu.

DEF (obyc¢ejna diferencialni rovnice):
Nt F(z, 9,4,y ,...,y"™), n € N je oby¢. dif. vyraz, I C R je interval. Pak
F(z,y, o,y ....y")=0, Vzel (1)

se nazve oby¢. dif. ref n-tého fadu, pokud je y™ v ni netrivialné piftomna.
Fee y = y(z) et (1), kdyz bodové plati F(z,y(x), v (z),...,y"™(z)) =0
Ve e I.
ReSeni y = y(x) rovnice (1) je jednoznacné, pokud pro kazdé jiné feSeni
z=z(x)na J C I plati (Vo € I C J)(y(z) = z(x))
Pozn. : Doplijici info pro (1):

1. Poé¢. podminky: tj. hodnoty feseni, pt. derivaci pro (1) jsou zadané v

jediném bodé xg € I : y(x0) = 4o,y (o) = y1, ..., y" " (x0) = Yn-1

(n—1)

2. Okr. podminky: tj. hodnoty y, y',..., vy
bodech I

jsou zadavany v ruznych

3. Ostatni podminky: napf. integralni
Pozn. : Rozlisujeme tpravy rnic (1):

e algebraické (ndsobend, déleni . ..)

e funkéni (substituce)

Rekneme7 ze DRI je ekv. upravena na DR2, pokud se nezméni mnozina
FeSeni.

pi. zy’ = y? — y je bez omezeni na hodnoty x, v, y’,

po alg. uprave y;{y = % dostavame omezeni = # 0, y?> —y # 0

tedy y(z) =0 a y(x) = 1 fesi prvni, ale nefesi druhou DR
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Existenc¢ni teorie

Budeme uvaZzovat rovnice v komkrétnéjsim tvaru nez je (1)

DEF (ODR v normalnim tvaru):

Nt f: R*! — R Rovnici
y = f(z.y) (2)

nazvu oby¢. dif. rce v norm tvaru

Pouzitim podminky y(zo) = yo ziskdme po¢. ilohu pro ODR v norm. tvaru.
y' = flz.y)
y(xo) = yo (3)
na I C R, kde I je interval

Pozn. : Resent (3) najdeme pomoci konstrukce vhodné féni posl. a prokazani
jeji vhodné konvergence.

DEF (stejna omezenost):

Nt I C R je omez. interval, M = {f : I — R | f je fce na I}
Fce z M jsou stejné omez. na I, pokud
3K > 0)(Vf € M)(Ve € I)(|f(2)] < K)

DEF (stejné spojité funkce):

Fce z M jsou stejné spojité, pokud
(Ve > 0)(36 > 0)(va, 2" € 1), o' — a"| < )(vf € M)(|f(') - f(a")] <)

Pozn. : Vime z Bolzano-Weistrasse, ze kazda omezena posl vektorta LP ko-
necéné dim. méa konvergentni podposloupnost.
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V (Arzelova):

Nt I C R je omez. interval, M je mn. stejné omez., stejné spoj. fci na I.
Pak z kazdé posl. {g,}52, C M lze vybrat stejnomérné konvergentni podpo-
sloupnost na I.

DK:

Krok 1: Konstrukce spocetné mnoziny P na intervalu I = (a,b)

__a+b
1'1——2
]{;:1 a t - %b
k:2 A .
— atzy _ z1+b
To = 5 T3 = 3
k:?) . . . .
Ty Ts Te L7

Celkem vznikne spo¢etna mnozina P = {1, z, ...} s vlastnosti (P):
(Va* e I)(Veo>0)(3K e N)(&2 <eg Al €N:a € PN(z*—gg, 2" +e0))

Krok 2: Posloupnost {g,} vy¢islime v bodech z mnoziny P

1=1: vy¢islime {g,(z1)}:
gn jsou stejné omezené fce < (IK > 0)(Vn € N)(Vx € I)(|gn(x)] < K)
— (Vn eN)(—=K < gu(r1)) < K), tzn. (Vn € N)(g,(z1) € [- K, K])

spec. pro xi

0 3 vybrana konvergentni podposloupnost ozn. {g,(})(xl)}

vznikd vybrana féni podposl. {g,(ll)(x)}, kterd v x = x; konverguje (bodové)

1=2: vyéislime {g\" (z,)}:
—  (Vn € N)(=K < gu(22)) < K), tzn. (Vn € N)(g8" (22) € [~ K, K])

spec. pro xra
(1)

o 3 vybrana konvergentni podposloupnost z gy ’(X2) ozn. {g,(f)(m)}

vznikd vybrané féni podposl. {gg) ()}, kterd v & = x1, = x9 konverguje
(bodoveé)

[ = ly: vycislime {ggo_l)(ﬂo)}i

—>  J vybrana konvergentni podposloupnost ozn. {gﬁf(’)(xlo}
Bolz.—Wete.

vznika vybrana féni podposl. {nglO)(:zr)}, ktera v z € {x1,...,x;,} konverguje
(bodoveé)
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Krok 3: Diagonalni vybér: uvazime posl. {gﬁn) (x)}

trvzeni: Posloupnost {gn ()} konverguje na I stejnomérné
dhd@B@(%owx%@wn>mxweNxm“H)—gw®ﬂ<@

n+p

pro pevné z = , &iselnd posl. {g" ()} 1, konverguje

Eg\ ) (20) £ g (21)

proto pro lib. l € N : |g,(:f;p)() g ( | <
!gnﬂp( ) — 9ot (@ )|+!9n (@) — g™ (xz)l+\9£")( ) — g (@ z))

N~ hd

M @) 3
2): bodova konvergence {g,(ln) (x)} pro pevné x = z;:
Ve > 0)(3Fm)(vn > m)(vp € N) (g (@) — g (@)] < 5

n+p 3
1) a (3): stejnd spojitost {g\" (z)}22;:
Ve > 0)(30 > 0)(Va', 2" € I, |2" — 2"| < 0)(Vn € N(|gn(2") — gn(2")| < 5)
s vyuzitim vlastnosti (P)

e e N TR

1
(1) 4 (2) + (3) <& = BC podmika plati a 3g, : [ = R, g = g.

K ¢emu potiebuji japonsti studenti v ¢eské restauraci ¢islo 7 a e?

] D
[y—M@
H . (z je Cas)
PIVO
_— —
Sklenice odR piva Detail péna

Uvazujme ubytek vysky pény y(z) v case x. Predpokladame, Ze rychlost
rozpadu je pfimo imeérna aktualnimu mnozstvi pény:

Y =—ay, a€R" y(0)=uy (0)

Numericky pfistup (Diskretizace):
Zvolime délici body ¢asu x = kh, kde h je délka kroku. Nahradime derivaci
y'(xy) diferenci:

Z//(xk) ~ %Lh_yk = —ayr = Y1 = (1 —ah)y
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Pro k-ty krok dostavame rekurentni vztah:
Ym = (1 — ah)* 1y, (A)

Vztah (0) a (A):
Zvolme pevny ¢as «* a rozdélme interval [0, z*] na m bloki o velikosti h = £
Pak aproximace ¥, v ¢ase x* vypada takto:

z*\ " ax* * Moo, ot
Y1 = (1 —a— Yo = 1-— Yo —— € Yo
m m

Zavér:
Cislo 7 potiebuji k vypoctu objemu vélcové sklenice (V = wR2h) a Eulerovo
¢islo e k popisu toho, jak jim ta péna pied o¢ima mizi (exponencialni rozpad).

V (Peanova):

Nt T C R* jeoblast, f: T = R, f € C(T), [vo,y0] €T
Pak Jag > 0 a zobr. ¢ : [zg — ag, zo + ag] — R, ktera fesi (3)

Krok 1: Konstrukce uz. mnoziny
kolem bodu [z, yo):

INa =
[70,90) € T == (3po)(B = Blzg0)(p0) € ).

. o , , Heine— Borel
B je uzaviené a omezena, B C R? 7" =

B kompakt.

felC(l)= feC(B),Bkomp. =
f nabyva sup a inf, tedy je omezena:
(3M > 0)(V[z,y] € B)(|f(z,y)| < M).

Pak zvolime obdélnik O
O ={lz,y] € B||r — x| < ao, |y — yo| < bo}
tak, aby agM < by. (%)

Krok 2: Konstrukce posl. tzv. Eulerovych lomenych car

Pro m € N rozdélame [zg, 29 + ao] na m stejnych ¢asti pomoci bodi
Ty = x9 + kh, h = % (anal. pro [z9 — ag,Z¢]). Nahradime derivaci
y'(zg) ~ w diferenci, odtud y(x;) ~ y(zo) + hf(zo,v0). Ozn.
y1 = Yo + hf(xo,yo) aproximaci y(xy).

Anal. yo =y + hf<x17y1)7 ceYit1 =Y+ hf(xjayj)vj em—1
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Def. Eulerovu lomenou Garu:

~h —
om(r) =y;+ (z —z;) f(x},y;) pro = € [z;,xj41], 7 € m — 1 Tim vznika féni
posl. {@m }5°_, def. na [zg, zo + aol,zrcadlové zopakujeme téz pro [z — ag, o),
tj. na celém [xy — ag, To + ao)

Krok 3: vlastnosti {¢,,}50_;:
lemma: Posl. {p,,}>°_, obsah. stejné omez. fce
dk: Odhadujeme |@y,(z) — yo| =

{x € 20, 21]} = [yo + (x — w0) f (20, y0) — Yo| = | (x — w0) f(wo,90) | < _h M < agM < by
<h <M <ao

A
{z €z, 2]} = lyr + (& — 1) f(@1, 1) — w0l < |lyr — wol +| (. — 21) f(z1,01) |
—_— Y=

<hM <h <M

>

§2 MSCLoMSbO

|/\<

ao

A
{1z €[z, 250l} = |y; + (@ — 25) f (5, 95) — vol < |y; — vol + [(x — x5) f(x5,9;) |
—_—
<jhM <h <M

S(]—l—l)hMSaoMgbo )
<
Sap

Dostavame (Vn € N)(Vz € [zo, 2o + ao])(|om(x) — yo| < by) <=
—bo < o (T)—yo < by == —bot+yo < () < botyo = om ()| < |yo|+bo
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lemma: Posl. {¢,,}5°_; obsah. stejné spoj. fce

:E/ I/l

Lj %“+1 933"+2 T Thtp-l %“+p
dk: Chceme: (Ve > 0)(39 > 0)(Va', 2" € [z9 — ag, o + aol, |2" — 2"| < 9)
(Ym € N)(|om(2") = pm(2")] <€)

lom(2") — em(2")] = |om(@”) — em(a)] = A!som(x”) — Yjip—1 + Yjap-1 —

Yjrp—2 + Yjap—2 — - — Yjr1 T Yit1 — Pm(2)] < /
[6m(@") = Yip-1l + Y401 = Yiapa| + - H|yir2 — Yl + 501 — ()] (O)
(1) (r—2) ) )
(p-1): 2" € [@j4p1, Tjup) = Pm(2") = Yjip-1| =
Yjsp—1 + (2" — xj+p—1)f($j+p—1, Yjtp—1) —Yjrp—1| < (@ —2jpp1)M
<M
(1) - (p-2):lep—2:\yjmir1 — Yjt|l = |h f(@j0,9540) | < hM
<M
(0): 2" € [z, 2j41] = [Yjr1—om (D) = ly;+hf (25, y;)—(y;+ (2" —25) f (25, 95))|
zi+h=x;
=[(h—a"+a;) f(xjy;)] 7 =" (w1 — &) flag,9) | < (@1 — 2" )M
W—/
<M
(O) < (2" —2jp ) M +hM + ...+ WM +(2j11 — 2" )M = (2" — 2")M
(p72‘),krét
celkem [y, (2) — o (2”)| < |2" — 2'|M < e, pro d = 7
Arzelo

pozn: {©,,} je stejné omez. a stejné spoj, na omez. int. [xg—ag, o+ag] =
3 vybrana posl. {¢k,, }2°_; 1 ©m =2 ¢* na [z — ag, xo + ag

Krok 4: ¢* Tesi (3)

lemma: fce na ¢* ¥esi (3) (xg — ag, o + ao)

dk: a) ¢* split. po¢. podm. y(x) = yo : (Vm € N)(¢m(z0) = y) v/

b)y = f(z,y) & |y — f(z,y)| < e : ukdzeme (VT € (zo — ag, o + ag))

(Ve > 0)(36 > 0)(Var, [o — 2’| < 8)(| =8 — f(z,9*(@))| <B) /- |z -7

r—x

o*(2) = ¢*(2) = (¢ — D) (@ ()| <2

1 1 \
Lj Tj+1 Tj+z 70 Tjip-l Lj+p
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Misto ¢* zkoumejme napied ¢,, :
Yitp—2thf(Tjtp—2,Yj4p-2)

_ _ _ _ —~—
[ () — om(T) — (& = T)f(T, om(@)| = | @m(T) —Yjrp—1 + Yjrp—1 —Yjip—2
Yjrp—1+(@—Tj4p—1) f(Tj4p—1,Yj+p—1)
yi+hf(@;,y;)=y;+(@41-2) f(z;,95) (@=@jp—1)thtotht (@11 -7)

=~ —
+ o Y2 —Yia1 + Y1 — em(T) — (2 = T) f(T, 0m(T)| = ’( +h— —Zjip-1)
~— ~——
yjr1+hf(xii1,9541) yi+@—z;)f(2;,y5) a:

(f(@jp—1,Yjsp—1) = F(T, 0m(T))) +h(f (Tj1p—2; Yjap—2) = [(T, 0m(T))) +. .. +

IND

hF (@1, yi) = F(@om () + (2500 = T)(f (25, 95) = F(T, 0m(T)))]

pozn: B=B CT a fc C(B) = f jena B spoj. stejnomérné

tj. (Ve > 0)(3do > 0)(V(2',v'), (2", y") € B)(|z" — 2"| < do, |y — y"| < o)

(|f (2", y") = f(a",y")| < e). Navic je {¢.,} stejné spoj. tj. pro dp > 0 36, > 0 :
pro ', 2", [2" — 2"| < 61 = |om(2') — pm(z”)| < do. Ozn. 6 = min{dy, 1},
pak pro |h| = |z — ZT| < § plati:

%(E+E)|f(%+p—1,yj+p—1) (@ 0m(@)[+RIf(2j1p-2,Yjrp—2) = F(T, om(T))]
+.o o (T, y) — f(T SOm( DI+ (@ =) f (5, 45) — [T, 0m(T))] <
(E+h+h...+h+xj+1—x)5

tj. (Ve > 0)(¥(wo — ao, 2o + ao))(V|h h| = |z — 2| < 6)(ka e N)
(lem(@ = 1) = om(@) = B (@, 0m(@))] < g Pro wbras v

xT

(I¢"(@ = h) — ¢* (@) — hf (T, 9" (@) <¢)

pozn: {p,} jsou stejné omez. a stejné spoj. fce na [zg — ag, xo + ag]
[zo—ao,z0+ao]
a zde také konverguje ¢, =2 ¢* a f mé potiebné vlasnosti na B, tj.

lim (M — f(Z,¢* (E))) = 01 jednostranné v bodech xq — ag, x¢ + ao.

T—T T—x

Tedy: ¢* spliwije (3) na [xg — ag, o + ao)
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Priklady k Peanové véteé:

Existence bez jednoznac¢nosti (Peano’s brush) Uvazujme ODR v nor-
méalnim tvaru y' = f(x,y):

v =+vy: y(0)=0

Funkce f(z,y) = y*? je spojita na celém R?, &m7 jsou naplnény piedpoklady
Peanovy véty a existence TfeSeni je tak zarucCena. Jelikoz je vSak spojitost
pouze podminkou postacujici pro existenci, nikoliv pro jednoznac¢nost, a dané
funkce neni v pocatku lokalné lipschitzovska, pripousti tato tiloha nekonecné
mnoho FeSeni.

Vedle trividlnfho FeSeni y = 0 existuje nenulovd vétev y = 5-(z—C')?, pridem?
jejich libovolné kombinace vytvareji utvar zvany Peano’s brush.

Nespojita fce (Peano jako implikace)
Uvazujme pocéatec¢ni tlohu s pocatecni podminkou:

y' =sgn(y) y(zo) = yo

Snadno ovéiimé jednozna¢nost integraci: pro libovolny bod [z, 0] € R? ~
dostavame:

e Proyy>0:y =1 = y(x) =2 — 29+ yo pro x > g — Yo.
e Proy, <0:y =—-1 = y(x) = —(x — x9) + Yo pro & > o + Yo.
e Pro yo = 0: y(x) = 0 je feSenim pro = € R.

Vypoctem jsme ovéiili existenci i jednoznaé. Fegeni pro viechna [z, 3] € R2.
Ackoliv feSeni existuje, funkce f(x,y) = sgn(y) neni spojita (f ¢ C(R?)),
tudiz nejsou splnény pozadavky Peanovy véty. Pokud neni splnén predpoklad
spojitosti, véta "mlc¢i"a o existenci ¢i jednoznac¢nosti FeSeni nic nevypovidé;
ty jsou zde dusledkem jinych vlastnosti systému, nikoliv aplikaci Peanova
tvrzeni.
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V (Osgoodova o jednoznaé¢nosti):

Nt I' C R? je oblast, dale nt f: ' — R, f € C(T") m4 vlastnost

(V[ﬁ,yl], [ﬁ,yg] € F)(|f(l‘,y1) - f(l',y2)| < (I)(|y2 - y1|))7 (0)
kde ® : Rf — R{ je fce spojita a kladna na R*, ®(0) = 0.

Déle nt pro ngjaké ¢ > 0 je lim [ % = 4o0.
e—=0t v

Pak po¢. tloha (3) méa nejvyse jedno FeSeni.

DK:

Nt ¢ = @(x) Tesi (3) na (o — ag, o + ao)
¢'(z) = f(z,0(x))
©(T0) = Yo

a Y =1(x) Tedl (3) na (zg— a1,20+ a1)
Y'(z) = f(2,9(x))
¥(T0) = Yo

ozn. z = z(x) = @(x) — ¥ (x) a predp. (3x1 > x)(2(x1) = p(x1) =¥ (1) > 0)
pak (3% € [xg,21))(Vz € [2,21])(2(z) > 0)

Ozn. z = z(z) = p(x) — P(z) a predp. z

(Fz1 > @) (2(21) = p(a1) — P(21) > 0),
pak (32 € [z, x1))(Vx € [&, 21])(2(x) > 0).

—
Zo

Z(x) = [z, o(x)) = flz,9(x)) < O(p(r) — P(z) = ®(2(x)) pro x € (&, 1]
/ 1

pro (0): 2'(z) < ®(|z(z)|) a pro z € [Z,x1] plati % < /[
Z(Qi') =0 x>T
z(z1) 4 A
ayde < (x1 —x), ¢ = 34 = 2z(x) = 2(2) =04 =

10
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Pozn. : Jak bude vypadat fce ®7
c1
L ®(u) =ku,u e Rj,k>0: [ =

2. ®(u) =kullnu|, u e Ry, k>0:

‘1 du nt ¢1 >0 1 “n61|dv 1 ¢ dov 1 |1n5| =04

J e = {U:m“}:|z“f =3 % =%ma — T©
€ ne &€

Pozn. : Souvislost Osgoodovy podminky a lokalni lipschitzovskosti
Uvazujme volbu funkce ® ve tvaru ®(u) = ku.

Nt navic f(x,y) méa v I" spojitou parcialni derivaci podle y, tj. g—i e C(D).
Nt [l'Oa yO] € Fa zvolme komp B = B([x0>y0]7p0)a dale nt [m7y1]7 [xva] € B.

Ozn. g(s) = f(z,y1 + s(y2 — 1)),

z predp. g € CV([0,1]) =

g(l) - g<0) = f(xvyZ) - f(xayl) =

g (©)(1-0) = g (z, 11+ —y1)) (1a—w1),
kde € € (0,1).

g—ieC(B)aBkomp. — JK >0:
Ly <K

Pak |f(z,y2) — f(z,y1)| < Kl|ya —w1| ... tzv. lokdlni lipschitzovskost f vzhle-
dem k y.

Pozn. : Rozsah def. oboru feseni ¢ = ¢(x), které zaruc¢uje Peanova véta je
lokélni, tj. @Y [SEO — g, Ty + OJ()} — [y(] - bo, To + bg]

B

[0 — ao, Yo) (2o + ao, Yol

11
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Lokalni existence a prodluZzovani reseni

/
= Q s
1) Linearni ODR: Y Y

a€R (2—10)
— y(z) = yoe ) prox € R
y(xo) = yo

y(x)
/ — 1 + 2 d
2) Separovatelné ODR: Y Y — / © 5 =T — X
y(xo) = Yo 2 142
Yy(Zo

Vypoctem ziskame feSeni: y(z) = tan (x — z + arctanyy)

N J/

(=5 +km,+5+kn), keZ

Hodnota k € Z je urcena tak, aby pocateéni podminka g, lezela v prislusné
vétvi tangencu, tedy yo € (=% + km,+5 + k). Skuteény defini¢ni obor
feSeni je otevieny interval (vg — § + km,z9 + § + k7). Peanova véta vsak
garantuje existenci pouze na uzavieném int. [xg — ag, o + ao|, ktery muize
byt (a ¢asto byva) mensi.

Uloha nam dava otevieny interval, zatimco Peano jen uzavieny. Musime
se tedy zabyvat moznosti rozsiteni (prodlouzeni) lokalniho fesSeni. Vezm. hod-
noty FeSeni na konci y; = p(xo + ag) a pouZijme je jako nové po¢. podm.,
Y1 = (0 — ao)
ozn. T1 = o + ag a zpracujme po¢. ulohu 1y, = p(zo + ao) (3)
Y1 = (20 — ao)

Dle Peanovy véty existuje okoli By = B([x1,11], p1) a nové feseni ¢;(z) na
intervalu [z; — a1, 1 + a1]. Timto jsme provedli tzv. prodlouZeni doprava
(anal doleva). Tento postup lze opakovat: vznikaji feSeni ¢, na intervalech
[Tk, T + ag, ¢imZ se pavodni FeSeni ¢(x) rozsifuje na sjednoceny interval
[l‘o — Qg, T + Clk], ke N.

Tim vznikd otdzka: Kdy a jak toto prodluzovdni skonci? (Napft. ndrazem na
hranici definicniho oboru funkce nebo unikem teseni do nekonecna.)

12
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DEF (Prodlouzitelna funkce):

Nt ¢ = p(z) Fesi tlohu (3) na int. [«, 8], kde 2y € [«, f]

Rekneme, ze ¢ je prodlouzitelna doprava (anal. doleva),

pokud 3 feseni ¢ = ¢1(x) tlohy (3) na [ay, f1], kde oy < aa 8 >
tak, ze p1(z) = ¢(z) pro x € [a, f]

Resenf je neprodlouzitelné doprava, pokud neni prodlouzitelné doprava
(nelze prodlouzit za f3)

or
F [0, Yo)

V( Kritéria neprodlouzitelnosti):

Nt I' € R? je oblast, [zo;50] € T, f € C(I).
Reseni ¢ = p(z) tlohy (3) je na int. («, ),z € (o, 5) neprodlouz.
doprava <= plati alespon jedna z nasl. podminek:

1. B =400
2. ¢(z) na levém okoli § neni omez.

3. lim p([z,p(x)]|0T) =0

x— B+

DK:
1) (<) : 8 = 400 nenajdu vétsi 5y, a tedy z def. neprodlouz.

2) (<) : tvrzeni budeme dokazovat obracenou implikaci, tedy predp., ze ¢
lze prodlouzit = ¢ lze vycislit vz = 6 = [B;¢0(8)] € I' = ¢,¢ spoj. v
x = 3 = ¢ omez. na okoli

3) («) : predp., Ze ¢ lze prodlouzit = [z,¢(x)]|.—p lze pouzit jako poc.
podm. pro prodluzovani doprava, tj [3,¢(8)] € I'. Vime, ze metrika p je
spojita = 0= lim p([z; p(x)]|OT) = p(1B; p(B)] [ OT) = [B: (B)] € OT,

O =T NR2\T je uz. = [8;¢(8)] € 9T spor (I' N AT = )

13
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(=) Dikaz provedeme sporem pro vSechna kritéria najednou.

Nt ¢ = p(z) je neprodlouz. feseni a zaroven plati =(1) A =(2) A —(3)

Z—=(1): R (P =—o0 triv.), podle lemmatu (x) y = lirél e(r) eR
=0~

Z-(3) = ﬂ(ml_ifé{ o[z, p(x)],0T) = 0) = lim bud neexistuje, nebo mé jinou
hodnotu. Ze spojitosti p pak xlg,(?— o[z, p(x)], o) = p([B,y],0), tzn. lim
ex. (a méa jinou hodn.). Ozn. 0 < py = xl_l}Iélﬁ p([z, o(x)],0T) = p([B,y],0I") z
toho rovnou plyne [3,y] € I' = [, y] lze pouzit jako po¢. podm. (3) a FeSeni
@ tak prodlouzit - spor.

(*) Lemma

Nt plati pfedp. Peanovy véty, ¢ je neprodlouz. doprava na («, 3), zg € («, )
a plati =(1) A =(2) A =(3). Potom lirg () existuje a je realna.
z—fB~

DK: Piedp. I' € R? je oblast, [zg,y] € T, f € C(I'), ¢ neprodl. doprava,
=(1) A =(2) A =(3). Sporem nt dale neex. lirél ()
z—fB~

Z —(1): B < 400, 7(2) : ¢ je na okoli 4~ omez. Ozn. dale:
T = {{za}22y € (. ) [ "= 57}
P = inf{liminf p(z,) |[{z,} € 7}

n—oo

Q = sup{limsup p(z,,) [{z,} € 7}

n—oo

Snadno se pomoci Heineho ujistime, ze P < () a z omezenosti ¢ na okoli
plyne —oo < P < ) < +00. Déle si promyslime nasl. kroky:

1) Hodnoty ¢(z) jsou pobliz P i Q ‘

Proe>0: |

(Hzn}, {zn} € 7)(liminf p(z, € [P, P + &), /\ /\

lim sup cp(ﬁ) €(Q—¢50Q)) = (H”OL / j ‘
(Vn > no)(p(zk,) € [P, P +&) Np(zy,) € \/ 7 \/
(@—5,Ql), kde 7, — B 75 — B

tim fce p(z) nabyva i v8ech hodnot mezi P+ca @Q — €

14
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2) Vsechny body z usecky {£} x [P, @] jsou pro graf ¢ hromadné
tzn. (Vyo € [P, Q])([8; yo] je hromadny bod) : yo € [P, Q] :
e yo= P Q viz (1)

e Y€ (PQ)=zvolmee: P+e<y,<Q—¢

Pak pro dvojici [z, 0(#i,)], [r,; ¢(Tk,)] 3T, tak, Ze @(Fn) = yo AT, — B~
<yo >Y0

3) Usecka U = {8} x [P, Q] nelezi cela v I
[ je def obor. f pro ¢ = f(x,y) ,

y(wo) = o or
I" je oblast, [zg,yo] € I'. Déle dle (2)

o[z, 0(2)] | U) "8 0. Z ~(3) ale plati 3 v

~(Jim p(lz, (@)} |OF) = 0) = U ¢ O =

(3yo € [P, QN([B,w0] € IT) = [B,y0] €T

4) Konstrukce D C I' a spor

Dle (3): (Jyo € [P, Q])(Fe > 0)(F0, > 0)(D = [6—01, 0] X [yo—¢,y0+e] C T).
f € C(), D kompakt. = (3IM > 0)(V[z,y] € D)(|f(z,y)| < M).
Dle (1), (2): ({@}1 {Zn} € m(@E@n)(Vn > max{ng,ni})(p(Tn) =

v — &¢(T,) = vy + & TuTn > [ — 0;) Pak kdyz pro dané
e > 0 (z konstrukce D) zvolime 0 = min{d, 557}, bude platit
= — L / — = — =
n) n = n n — dn - n n n — 4n |, kd
| (Tn) — (Tn) | [ (Ea)l[Tn — Tl |/ (&n,0(En))| | Zn — T |, kde
2e <M <é
&n € | T, Tn| @ vyuzivame faktu, ze ¢ Yesi ' = f(z,y) tj. @' (x) = f(z, ¢(2))
y(l‘O) = Yo
Y
to
or

15
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tj. 26 < M6 < Mz5; < 5 spor. ~ 3 lim ¢(z) =L €R

=B
Vime tedy za jakijch okolnosti je Teseni neprodlouzitelné, zbyvd se jen overit,
zda-li takové Tesent existuje.

V (Existence neprodlouZzitelného feSeni):

Nt ' € R? je oblast, f € C(T), [zo, yo] € T.
Potom existuje doprava i doleva neprodlouzitelné feseni ulohy (3)

DXK: proces prodlouzeni je dan opakovanym pouzitim Peanovy véty. Ozn.
VneN: E, ={{z,y} €T ||z — x| <n A ly—yo| <n, p([z,y]|T) > L}
Potom E,, C T je kompakt a plati E,, C E, 1. Nt dale ¢ fesi (3) a je prodlouz.
dle Peanovy v. Vime, 7Ze [z, ¢(z)] € E,, pokud |z —xzo| < n A |p(z) —yo| < n,
p([z, p(x)][OT) > 4

Predpokladejme, ze (In € N)([z, p(z)] € Es, ¢(x) je neprodlouz.),

z kritérii neprodlouz. déle plati =(|z — x| < 1), =(|p(x) — yo| < 1),
=(p([z, o(z) |OT]) < L) ~ ¢(z) unikne z kazdé mn. E,

postupné:
pro Ey : J[ag, p(ag)] ¢
pro E,, : J[a1, ¢(a1)] ¢

(Iny > 1)([ao, p(ap)] € E,, CT)

Ei A
Ey A (3’/12 > nl)([al, (,0(6“)] € En2 C F)

p10 By, : 3lax, o(ar)] ¢ B A Grier > i) ([, 9(ax)] € Fuy, € T)

Vznika posl. {ay}2,, kterd je rost. (ax41 > ax) = 3 klim ar =a € RU{+o0}
—00

a p esi (3) na [zg,@). Sporem ukazeme, Ze je neprodlouz. doprava.

16
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Nt ¢ neni prodlouz. doprava = plati negace krit. pr. =1 A =2 A =3 (*)_lin;na
Jlim p(z) = g € R.
T—a
Déle plyne z =1 :a@ < 400, z =3 : ( lim p([z,¢(x)]|O') > 0) a tedy
Tr—a—

(3p > 0)(B = B([a, A],p) C ') a (3do > 0)(V[z,y] € B)(p([z, y]| L) = do)

or

do

2

[k, p(ax)) "= (@, B) = (3ko) (¥k > ko)([ax, p(ar)] € B)

E, C B = (Bk)(Vk > k)(;- < do, tj. BC Ey,)

Pak Vk > ko : (do > t)/\ﬂ%*a‘ + 0+ |yo — Bl < n)

Nakonec: N

a) |ay —xo| < |ax —a| +[@— 20| <p+1a@—x0| < |To—a| +5+ |30 — B| < ni
A _ _ _

b) p(ar) —yo| < |e(ar)—Bl+[8—yol < D+|B—vo| < [vo—a|+p+[yo—B] < nx

c) pllax, p(ar)] | OT) > do > -

< (Vk > ko)([ar, ¢(ax)] € E,, ) spor.

} ozn. ko = max{ko, k1}

pozn. : Nt f na (a, ) Tes y’(z)f(%y) = ¢'(z) = f(z,0(2)),2 € (a, B)
Y{To) = Yo

fell)=¢(z)3=pel(a,B) = f(z,0(z)) € Cla, B)

= ¢'(x) = f(z,0(z)) € C(e, ) = ¢ € C(a, B)

V (VySsi regularita feSeni)

Nt plati pfedpoklady Peanovy vétz a nt f € C®(T') pro p € Ny

Potom feseni ¢ na (o, 3) ma vyssi regularitu tj. ¢ € C®*)(q, 3)

DK: pomoci netplné indukee: f € CO(T") "2 p € C'(a, B)

Nt plati IP f € C*T') = ¢ € C*Y(a,8), Vk < p. Pak f € C*(T) =
flz, (@) € C*Ha, B = ¢(x) = flz,0(z)) € C**a,B) = ¢ €
C**2(a, B). Pro k > p uZ nelze provést.
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V (O spojité zavislosti na datech):

Nt I' C R? je oblast, [20,y0] € ', M, L > 0 pevné,

F={feCMvlz.y)lz.9 €T, |[f(z,y)| < M, |f(z,y) = f(@9)| < Lly — 3]}

y) -
51 ¢

Nt y' = f(z,y) fesi ¢ = () na [a,b] a ¥ = f(x,y) Tesi @ @(m) a [a, b]
y(zo) = Yo y(To) = o
pro f,f e F.

Potom plati: (Ve > 0)(30 > 0)(Y[zo, 90| € T, |To — xo| < 0, |90 — yo| < I)
(Vf € F.V[zy] € D)(1f(z,y) — flz,y)| < 0)(Vx € [a,])(l¢(z) — ¢(2)] <e)
pozn. : Spoj. zavislost na datech pro (3): v = f(x,y)

y(wo) = Yo
Predp. : [zo,90] € T, f jsou data, kolem nichZ spojitost zkouméame.
Nt (ap, fo) je def. obor neprodlouz. feseni ¢ = ¢(x) pro tlohu (3) s daty
[0, y0] & f € F. Pro zménéné data [Ty, yo], f € F uvazujeme interval [a, b]

C [, Bo) pro feseni ¢ = p(z) tlohy (3): y' = f(z,y)
y(Zo) = 9o
DK: .
Krok 1: lemma: ¢ = p(z) <= o¢(z) =yo+ [ f(Z,0(2))dz (anal. pro (3))
dk: (=) : dosadime do (3):

¢'(x) = f(z, o fdif = () f f(@
©(0) = Yo o R_;)J

(<) o(x) —yo+ff ©(2))dz = ¢(x0) = o,

H>

derivovanim: ¢'(x ) = f(z,¢(z))

Krok 2: odhad rozdilu ¢(x) — ¢(z)
p(x) =yo+ [ f(#,(2))d2

@(z )—yo+ff:fr @(&)) dz
= o(x) — ¢(z) = yo — o + ff(f, p(&))d — ff(a?:,@<:fr>>da? =y — o +
Ff(z, e(2))

T (7@ 0(@) — F&,0@) di + [ F&0(2)) dé = g — go + [ (F(E 0(@) —

P, 8(2)) di + J(F(o (@) — Flo p@) di + | F(2,9(2)) di

18
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S pozadavky: |yo — yo| < 9, |xo — x| <, f € F: )
|f(2,0(2) = f(2,6(2))] < Llp(@) — o(2)| A (V[z, y] € D)(|f(2,y) — fz,y)| <9).

Tedy |p(z) — @(z)] < 6+ | [ Llp(@) — ¢(2)|dz| + | [6d2| + | [ M di| =
o o o

6+ [ Llp(2) — ¢(2)]d2] + |x — 20| § + |T0 — x| M < 6(1+b—a+ M) +
——

Zo

<b—a

x
| [ Llo(z) — ¢(2)] d|, kde nechavame abs. hodnoty vné int., protoze z Peana
zo
muze byt x > x¢ nebo xz < x(. Na zbytek dikazu vyuzijeme obecné lemma.

Lemma (Gronwell):

Nt u : [zg, 1] = Ry je spoj., a,7 > 0,8 >0 a u(z )<a+f Bu(s) + ) ds,
xo

¥ € [1g, 11]. Pak plati Vo € [1g,11] : u(z) < aef@E=20) 4 &(hla—wo) _ 1)

%
DK: ozn. v(z) = OH—f Bu(s) +7) ds, kde u(z) < v(z),v'(z) = Bu(z) +
Bo(z) +v=v'(z) — m( ) <y /- e Bl

'U/(Qj)eiﬁ(w z0) BU( ) (z—=0) < e —B(z—w0) — di(v(m)e—ﬁ(x—xo)) < ,ye—ﬁ(z—azg) /fdf

N xT

Zo
}dz(v(r)) ~Bl===0)

v(x)e PE=m0) —y(z4) < 31— e~Bla—w0)y /. gBla—wo)
= u(zr) < v(zr) < v(wy)elE0) 4 %(eﬁ(xfxo) -1)

V nasem piipadé je u(z) = |p(z) —@(z)], « = 6(1+b—a+M), =L,y =0,
pak (zvlast pro x > zp a x < x¢)
| $0|§B—(_l B

= |p(x) — ¢(x)] < 5(1+b—a+ M)elle—=l < 5(1455_5+M)65(b—a)
Pak pro zadané £ > 0, uréime § := (1 + b—a-+ M)~ efﬁ(bfa)gy a pro

|zo—0| <0, [yo—t| <0, 1f(z,9)/f(2.y)] <4, [x,y] €T = |p(z)—p(x)] <,
x € [a,b]
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DEF (Soustava ODR 1. fadu)

Nt kR SR k=1,...,n je obyé. dif. vyraz
Pak F’(x,y,...,y”,(g;,... dyn):()

’ dx
: (4)
1 d dyn o
Fr(z,y', ... y", dyz,..., =) =0
se nazyva oby¢. dif. rovnice 1. ¥adu pro neznamou vekt fci y = [y*, ..., y"]
dy' _

Soust. <L = fl(z,y',...,y")

W= eyt Y
se nazyva ODR 1. fadu v norméalnim tvaru, s vekt. zapisem ¢’ = f(z,y)

pozn. : Lipschitzkovskost pro f : R'*" — R vadi vektoru y: pro I' ¢ RM™

oblast a [zo, yo] € ['(3H(sg4e) C I' 0kol))(3L > 0)([f(,y) = f(z,9)| < Lly - yl),
1

kde ‘f(x7y) - f(x7g)‘ = <§:1|fi(x7y17"'yn)_fi(x7gl7"'7gn)|2)27

1
n ) ) 2
ly—y| = (Zl ly* — W)

tvrzeni: Pokud I' C RY™ je oblast, f: ' — R™, (Vi € n)(Vj € ﬁ)(g; e C(I),
pak (V[xo,yo] € I')(3po > 0)(f je lipschitzkovské vici y na B([xo, yo|, po))
dk: proi € i : ozn. g'(t) = f’(x y+tly—y), tel0,1] =

lg'(1) — i( = 1f"(z,9) = f'(z,9)| = {g" € Cl([O 1])}—( ) (€)(1-0)

<L 3

@l

_ nLilj—y). Pak |f(xy) — f(x5)] = (i’:l\f%x y) — fi(.9) )
(iw) Y iy -y

i—1

20

D=



EXISTENCNI TEORIE

V (Picardova):

Nt ' c R oblast, n € N f € C(T )ai eCc),i,j=1,....,n, [vo,y0] €T
Pak fes. lohy (5) v = f(z,y) ozn. o(x
y(20) = Yo

) jednozn. 3 na int. (xy — ag, xo + ao)

DK: Uz vime: ¢ = ¢(z) Tesi (5) <= o(x) =yo + [ f(2,¢(2))dE (x)
zo
(%) motivuje navrh Picardovy iteracni posl.:

wo(r) = yo na( 0—a0,900+a0)

p1(z) =yo + f f(@ 1)) dx Tim vzniké féni posl.

{or}2o na (xg — ag, xo + ayp),
kde o = CY((2¢ — ag, o + ag))

e (@) = yo + [ F(&, on(®) da

lemma: Posl. {¢;}22, na (o — ag, o + ap) konverguje stejnomeérné
dk: chceme BC, tzn.

(Ve > 0)(Ing) (Vk > no)(Vp e N)(Vz € (xo — ap, xo + ao)) (|@r+p(T) — pr(x)] <€)
| Pr+p(®) — Pr()| < Z | Prri1(2) = Praa(@)]

FQr41,1=1,...,p—1

p1(z) — ol I—\yo+ff )dx—yol—\ffxyo dz| =
\\f-/

Zo
=Yo

(ilffi(zz,yc))dsﬁr?) <[] Faw0) ai < | [ 17wl dif? < | [ 17(E,y0)| dif?}

=1 o) o) o) o

S(Enllf|f(i,yo)|dsﬁ|2) — il [ f (@) dé|  om. (x)

i=1 xg
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