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9 INVERZNI A IMPLICITNI FUNKCE

9 Inverzni a implicitni funkce

Motivace

Aplikace vét o inverzni a implicitni funkci

Aparat

V: (O inverzni fci)

Nt f:QCR" =R a€

Nt det Df(a) #0 a f € C1(RQ).

Potom 3 H,, 1. f|g, prosta
2. f(H,) oteviena
3.3f e CY(f(H,)), det Df(z) # 0,Vx € H,
a plati D (F(x) = (df(2)) "

V: (O implicitni fci)

Nt Q, Cc R",Q,, C R™,

Nt F:Q, xQ, >R" FeC"(Q x Q)

Nt (a,b) € Q, X Qpp, F(a,b) =0, det%—i(a, b) #0

Potom: 1.3H, C Q,, H, C Q,, a3\f : H, — H, tr C'(H,) spli.
fla)=ba (Vo € H,)(F(z, f(z)) =0)
2. Plati (Vx € Ha)(det%—g(x, f(z)) #0) a

Df(2) =~ (L(x. f(2) % f(2)

Priklady

22 1 g2
f : RQ _>R27 f(x,y) = ($2 _32)7
a) zjistéte, kdy je f lok. prosta
b) je f globalné prosta na R2? Naleznéte f~!
Méjme rci 2% = y? ()
a) Kolik fci y = y(z) spli. (%)
b) Kolik spoj. fei spli. ()
c¢) Kolik dif. fci spli (x)
d) Kolik spoj. fci na (1 — 9,1+ ) splin. (%) Ay(l) =1

Pro z 4+ vy > 1, z > 0 rozhodnéte zda rce v +y + z = €*
zadava (implicitné) fei z = z(z, y)
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Fiio+y*+ud—u—v=0= F(x,y;u,v)

Urcuje soustava
Fo:2>=3y+u—2v+4=0= F(z,y;u,v)
u=u(z,y)

dvojici fei na okoli (0,1) {
v =u(z,y)

Ntee (0,1)ay—esin(y) =z (%)
Urcete ', y" a lok. extrémz fce y = y(x) zadané implicitné rci (x)

Naleznéte lok. extr. fce z = z(z,y) zadané rci 22 + y* + 22 = a2, kde a > 0

Najdéte extrémy fce z = z(x,y) implicitné definované vzt.
Flr,y;2) =22+ y? + 22 —zz —yz + 20+ 2y + 22 = 0

Urcete lok. extrémy fce z = z(z,y) zadané rci
Fla,y;2) =2 +y* + 2 =20+ 2y — 42 — 10 =0
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10 Vazané extrémy fci vice proménnych

Motivace

Co k tomu fict?

Aparat

Hledame lok. extr. f: 2 C R™ — R na mnoziné piipustnych feseni
M={zeQ|g(x)=0}, g :R*" = R™, m < n.

Rekneme, 7e f mé v a € Q lok. max/min vzhl. k M < (3H,)(Vz € H, N
M)(f(a) = f(2))/(f(a) < [f(x))

DEF: (Lagr. fce)
NEf:QCR*" >R, g:QCR"— R™ Lagr. fceje L: Q xR™ - R :

L(z, A) = f(z) = Ag(x) = f(z) — ; Ai95()

V: (Nutna podm. vaz. extr.)
Nt f:QCR* =R, g:QCR*— R™ti. O
Nt f ma v bodé a € Q lok. extr. vzhl. k M = {x € Q| g(z) = 0}
Nt h(Dg(a)) =m <n
Potom IA € R™ : V. L(a,\) =V f(a) — > \;jVg;(a) =0
=1

J

DEF: (Definitnost vzhl. k mnozing)

Nt # P cCR* A=AT € R*™, pak A nazvu:

PD vzhl. k P & (Vz € P|{0})(z"Az > 0)

ND vzhl. k P & (Vo € P|{0})(27 Az < 0)

PSD vzhl. k P & (Vo € P)(zTAx > 0) A (3z¢ € P|0)(zLAxy = 0)
NSD vzhl. k P < (Vo € P)(2TAx < 0) A (3xo € P|{0}) (2 Azy = 0)
IND vzhl. k P & (Jz,y € P|{0})(z"Az > 0)(y"Ay < 0)

V: (Post. podm. vazaniho extr.)

Nt f:QCR*" =R, ¢g:QCR*—= R™ti. C? na Q.

Ozn. M = {z € Q|g(z) = 0}, I(a, \) € Q x R™, tak, ze V,L(a,\) = 0.
Potom:

1) V2L(a,\) PD vzhl. k T,(M) = f ma v a ostr. lok. min. vzhl k M

1) V2L(a,\) ND vzhl. k T,(M) = f ma v a ostr. lok. max. vzhl k M

m

pozn. : T,(M) = () (Vg,(a)) = ker Dg(a) C R"

Jj=1
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V: Jensonova nerovnost

V: Holderova nerovnost
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Priklady

Naleznéte vazané extrémy fce:
f(x,y) = zy vzhledem k mn. dana vazbou x +y = 1
flz,y,2) =zyzsvazb. g1 =x+y+2=0
=2+’ +22-1=0
flx,y,2) = vy +yz s vazb. 22 +y? =2
y+z=2

u=u(ry,...,z,) = 2, p>lnaM={zeR}| Y z;,=a}, a>0
=1 i=1
w(@y, ..., x,) = [[ 2", ou >0vzhl. k M ={z e R} | > z; = a}
i=1 =1

Naleznéte globalni extrémy fce:

u(z,y) = 2? + y* — 122 + 16y na mnoziné M = {x,y € R|z* + y* < 25}
u(z,y) =2 —zy+y* na M = {(z,y) € R?||2] +[y| < 1}

w(z,y,z) =rv+y+znaM={(n,y,2) eR} |22 +2 <2< 1}

Do tsece eliptického paraboloidu 2 = % + %, 2z < c vepiste kvadr max.
objemu
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11 Zaména proménnych

Motivace

zatim nevim

Aparat

Hledame transformacni fci f: Q C R* - R”
jako bijekci mezi otevienymi mnozinami Q Q) CR f,f et

Zaména proménnych v ODR:
F(z,y,y/,...,y™)=00DR, kde y = y(z), r € R, y € R
() ()
—
Y u
staré proménné nové proménné
A) Zameéna nezavislych proménnych x <> t
a) "staré" prom. pomoci "novych": z=¢(t), o€ C™ ap£0
y=u
tkol: F(z,y,y/,...,y™) ~ F(t,u,a, ..., u™)
zakladni rovnost: y(z) = u(t) ~ (gp( )) u(t) /

B = $0) = V()0
A + ¥ AD)E — i)
= y/((t) = 43

= y”(tp(t)) () — igft()t))ﬂt)

b) "nové" pomoci "starych": t=a(z) ,a € C™, o #0

=8

W) /g

u(t) = y(a) ~ u(a(z)) = y(=) /4 4

= ua =y

= ii(o/)Q + o = y//

B) Zaména zavislych a nezavislych proménnych: x,y(x) <> t, u(t)

a) "staré" pomoci "novych": z = p(t,u) , kde p, 1) € C™ regularni
y=v(tu)

zékladn{ rovnost: y(z) = ¢(t,u) ~ y(p(t,u)) = ¥(t,u) /&

. + S
y/ (%‘,te + %5'&) 8"/) + 8¢u ~ y ot Buq.j’
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b) "nové" pomoci "starych": t = a(x,y)
U = 6(‘7:7 y)

zékladni rovnost: u(t) = f(z,y) ~ u(a(z,y))
981 98,

(oa | da,/\ _ 98 , 98, o
i (G o) =+ By =

Zaména proménnych v parc. dif. rci
_ 0z 0z 0z 0z 0z
F= F(l’,y,Z, Dz By’ 0x2 Bydx’ dy2) "

A) Zameéna nezavislych proménnych

@) N <2)’ a z(z,y) = w(u,v)

a) "staré" prom. podle "novych: x = p(
y = (
z(p(u, ), ¥(u,v)) = w(u,v)

zékladni rovnost:

Q,@z_(g_i_t?z@zp_a_w
Ou ° Oz Ou Oy Ou ~— Ou
<~
0 . 628«p+8z8¢ _ dw
v * Oz Ov Oy Ov ~— Ov
b) "nové" pomoci "starych": u = «a(x,y)
v =p(z,y)
zakladni rovnost: z(z,y) = w(a(z,y), 5(x
9 .0z _ dwda 4 dwdB
Or * dr ~ Ou Oz Ov Oz
0 .02 _ dwda | owds
Oy " Oy = Ou Oy v By

) /%

), kde z = z(z,y)

, kde a, 3 € C™

regularni

(ZZ) je reg.

9
’ Ov

(£8)(

———
IT reg.

SR
S

0
v

x
B) Zaména zavislych a nezavislych proménnych y)
z

a) "staré" pomoci "novych":

zékladni rovnost: z(¢(u, v, w), ¥ (u,v,

0 .0z (0o Dpdw) _ 0z (0% | 0% ow\ _ O
o os (5o + oo o) = o (5w + Suow) = ou
0 .0z (e | pdw\ _ 0z (O | O ow\ _ O
w0 (5 T omo) =5 (Gt ous) =&

T = w(uvvaw 3
Yy = W%U,w)
z=¢&(u, v, w)

)) :f(uvv>w> /5%7%

Q

z

¥

[N

Y

z(z,y), w(

g

ISEEST

C

SRS
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b) "nové" podle "starych": u = a(zx,y, 2)
v=pB(z,y,2)
w=(z,y,z)
zékladni rovnost: w(a(z,y, 2), 8(z,y, 2)) = v(z,y, 2) /8%, a%

0 . 0w (B | 9ads\ | Ow (88 , 980z\ _ 0
8:1:'8u(8m+6zam)+8v(8m+8zax)_8m

0 . 0w (0, 9a0:)  ow (08 980:) _ 0y
Oy ° Ou <6y + 828:5) + Ov <8y + 8283;) oy

Polarni souradnice
Yy transf. ¢ :
x = pcosp, p€ (0,00)
Y= PSin% (S (_ﬂ-aﬂ-)
COs (¢ — psin
p —p 90‘ 40

¥ .
det D¢ : sinp  pcosy

#((0,00) X (—m, 7)) = R?|p,, kde P, = {(z,y) e R* |y =0Az < 0}

o7 p= P+

(arctan%, x>0,
arctan £ + 7, x <0,y > 0,
© = arctan* (%) = qarctan? — 7, x>0,y <0,

5 x=0,y>0,
(=%, 2 =0,y >0,

x p

transf. v dif. vyrazech |y | <> | ¢ |, kde z = z(z,y), w = w(p, ¥)
z w

a) "staré" — "novych":

zékladni rovnost: z(z,y) = z(pcosp, psinp) = w(p, @)
8% : %Cosgong—Zsingo: %—1‘)’
222 (_psing) + Z(pcosp) =
Oy * Oz P ¥ oy P ' Op

( Cos ¢ singo) <%) _ (%—Z’)
—psing pcosep ) \ 5o g—f‘;
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b) jak spocitat inverzi?
A~ 1 _ 1 Aadj — 1Aadj kde (Aad_]) — Djl ( 1)i+iji — (_1>i+j det Aji

T detA

0z . ow
{)- =) E)
8—; P\ psinp cosy %

Diferencialni operatory:
— (2 9\ _ 9 _lagnpd sined +1 0
v_(axaay)—(coscpa smgpa@,smcpap—l—pcosgoa@)

A=V-V=12(p2)+ 55

Valcové souradnice

transf. ¢ :
r = pcosp, pE (0,00)
y = psing, ¢ € (—m,7)
z=& E€eR
cosep —psingp 0
det D¢ = |singp pcosp 0Ol =pF#0
0 0 1

#((0,00) x (—m,7) x R) = (R”|p.) x R

V dif. vyrazech:

o 0 _ sing 9 cosp 9 O
V= (COS(’OBP p ¢’ smgpap + p Op” 85)

_ 19 192 o2
A_pﬁp<p8p>+58_¢2+6_€2



11 ZAMENA PROMENNYCH

Sférické souradnice v R3

A~
p
transf. ¢ :
x = pcospcost, p € (0,00)
i y = psinpcosd, p € (—m, )
7 ~y z = psind, ¥ € (—3,5)
) T~o

¢:RY x (—m,7) x (=Z,2) = (R?|p,) xR

272
¢ lze chapat jako slozeni 2 véalcovych transf. ¢ = ¢1 0 ¢
kde ¢1: x =rcosy’ , ¢a: = pcost

y = rsin g’ o=
z2=¢ & = psind
r 7 cos ¢’
¢ RY X (—m,m) xR: ¢y | ¢ | = [ rsing’
' oot ; ¢
p pcos v
Gy  RT xR x (—m,7): ¢ | @] = ©
P v v 0, psin v

(@10 02)(p,p,0) = 1(pcosd, g, psind) = (pcos i cos g, pcossinp, psind) = ¢(p, p, V)
det D¢ = det D(¢1 0 ¢3) = det D¢y det Dy = rp = p* cos ) > 0

Diferencialni operatory

Vg = (Cos(pcosi?— - 7cosgasmi9w - 7o

— 190 0 0 1 9
Ay = 2% 9p (p ap> P cosﬁ (COSﬁaﬂ) T o0 g2

19smgoa smgocosﬂ—f%sm(psm'ﬁaﬁ«k e 0cos¢%,sinﬁ%+%cosﬂ%)

10
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Zobecnéni

11
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Priklady
Zaména proménnych v ODR:

A) Zameéna nezavislych proménnych
Ve vyrazu F(x v, y'y") = 2%y + 2y +y, kde x € (0,00) a y € C® provedte
zdménu r = e

/ ssmx

V dif. vyrazu F(z,y,y,y") = ¢ — ¢ — y(1 — ecosx)?, kde € €
(0,1), x € R,y € C® provedte zaménu prom. pomoci tzv. Keplerovy subst.
t =x —esinz a vyreste ODR f =0

B) Zaména zavislych a nezavislych proménnych:

Vyiesté DR: (1 4+ 22)y” = o/, kde 2 € R,y € C®(R) pomoci subst.
xr = tanht

— u@®)
Y = Cosht
Méjme rovnici y” = (xa)‘;lﬁ, z € Rl[a,b], A € R, a < b. Provedte zaménu

prom. pomoci tzv. Stokesovy subst.: u =

Zaména proménnych v parc. dif. rci

A) Zaména nezév1slych proménnych
9%z 282

Vyteste vlnovou rci: 55 —c*3-5 = 0, kde ¢ # 0 je rychlost Sifen{ viny pomoci
subst. u=2x —ct
V=21 + ct
Vytesté rci: 1: Z + y8 = z pomoci transf. x =u , kde z,y #0
Yy = uv
B) Zaména zévisljrch a nezavislych proménnych
Vrci: (y—2)Z+ (y+ z) = 0, provedte zdménu prom. pomoci u =y — z
v=y+z
w=zx
Vytesté PDR y% — xg—z = (y — )z, z,y,z > 0 pomoci subst.
x u 2% + 9
Ulyl=|v|= % — i
z w Inz—x—y

vDR (1—22)Z%+(1—y )g; =z22 4 ya provedte zaménu pomoci
u T sinu

UVilv]|=|y] =|sinv
w z e’

12
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12 Lebesguetiv integral

Motivace

Definice Lebesgueova integralu a nasledna aplikace zakladnich vét.

Aparat
V: Nt f: (a,b) - R mé AK zobec. R-int. na (a,b).
Potom f je lebesg. int (L-int) na (a,b) ff ff

V (Tonelli - Fubini):

1) Tonelli: f € L (X XY, M QN , u® v), pak:

(Vo € X)(f(z, )€C+( ) A (VyGY)(f(°7?J)€£+(X)),

S I ,yd’/)€£+ JA [ [z, o) du(z) € Li(Y),
Jfdp@v = [(] f(z,y)dv(y ))du = [(f f(z,y) dp(x)) dv(y)

2) Fubini: fEL(XXY,M@N,u@u),pak:

(M—SV%‘EX)(f( >°)GL(Y))A(V—S~V-y€Y)(f(°ay)GL(X))y
JfCe y)dv(y) € LX) A [ f(z, ()GL(Y)

[ rdpev=[(] f(z,y)dv(y ))du = [(f f(z,y) du(x)) dv(y)

V (O substituci):

Nt Q C R" ot. a ¢ : QQ C R" — R™ difeomorf.
Nt f lebesg. méf. na ¢(€).

Potom f o ¢ je také lebesg. mér. na €2

Pokud navic f € L(¢(Q2), m), potom

J f(@)dm(z) = S{ (f 0 ¢)(t)| det Do(t)[ dmi(t)

()

13
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Eulerovy integraly

B ... Eulertuv integral 1. druhu
I'... Eulertv integral 2. druhu

D(z)= [t"tetdt, 2 >0
0

1
lim e =1 = int. [K] <= [t dt[K] <= z—-1<~1
0

z—0t

1
B(u,v) = [t 1(1—t)v"1dt, z,y >0
0

[e.o]

pozn. : ['(z) = [t*"te”tdt ,Vz € C
0
1

B(u,v) = [t 1(1—t)*"tdt ,YVu,v € C, Reu, Re v>0
0

B (QTH, %), ktery

%
Nam se obzvlast bude hodit tvar [ sin® ¢ cos” ¢ dp = %
0

Ize dokézat subst. t = sin® ¢
dt =2sinpcosp dp

V:

1) (Ve >0)(T(z+1) =2T'(z))

2) (Va,y > 0)(B(x,y) = LW

3) (Vn e Ng)(I'(n+1) =n!)

4) (Vn € No)(T(n+ 3) = B \/7) .. .spec. (3) = /7

V (Euleriv vzorec):
Vo e (0,1), T'(x)I'(1 —2) = ==, Vx € C|z

sinwx’

V: T € C*(0,00), ryze konvexni na (0, 00) a plati
lim I'(z) = lim ['(x) = +o0
z—0+ T—+00
V (Lebesgue):
Nt {f.}5°, p—s.v def. komplex méf. fci, Nt dale plati:
1) fo— f n—s.v.
2) (3g € L)(Vn € N)(p —s.v z € X)(|fu(z)| < g(2))
Potom f € La [ fdu= lil}rl [ fodu

n——+0o0

14
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V (O limité):

Méjme (X, M, p). Nt f: X x (a,b) = C, t5 € (a,b) spli:
i) (Vi € (a,0))(f(,t) mér)

i) (,u—svxEX)( hmf(x t) = h(x))

iii) (3g € L)(Vt € (a b))( —sv.x e X)(|f ( )| 9(x))
Potom h € L a [ h(z)du —hmff:zc, (v)

V (O derivaci):

Nt f: X X (a.b) — C spli:

i) (Vi € (a,0))(f(-,t) € L)

i) (u—s.v.xz € X)(f(z, o) diferenc. na (a b))

)(f (=,
iii)(HQEL)(VtG(J))( —SV-SUEX)(I f(2,0)] < g(x))

g\x
Potom F(t) = [ f(x,t) d,u ) je diferenc. na (a,b), a—f( t) € L, Vt € (a,b)

a vVt € (a, b) F’()—f 9 (z,1), du(z)

(i)

pozn. : Za pouziti Lagrange, |f(z,t)| < |f(z.,to)] + |t — tol|Z(2,€)| <

|f(z,to)|+|t—tolg(x) € L < f(z,to) € Llze nahradit (i) pro jedno ¢y € (a

¢ehoz budeme hojné vyuzivat.

Jb)7

15
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Priklady:

Odvodte tzv. Dirichletovu formuli pro f € L((0,a) x (0,a)), a >0
S fy)dyde = [ [ f(z,y)dedy

00 0y

2 2z
Zameite poradi integrace v I = [ [ f(z,y)dydz
0z
2a \/ﬁ
Zameinte poradi integrace v I = [ [ f(z,y)dydz, a >0
0 V2az—a?
Spo¢. integral I = [, y*dxdy,
kde M = {(z,y) € R*|z € (0,27a),y € (0,¢(2))},
kde ¢ znaci oblouk cykloidy parametrizovana vztahem
o(t) = (a(t —sint),a(l — cost)), t € (0,2n)

Vypoctéte I = [, /22 +y?>dedy, kde M = {(z,y) e R*|2* + 3> < a’}, a >0
V integralu I = [, f(x,y)dz dy provedte polarni transformaci pro:

a) M = {(z,y) € R?|2° +1° < a’}

b) M = {(x,y) € R? | 2% + y* < az}

Spoctéte I = [, (2? +y?) d(z,y), kde M = {(z,y) € R?|2* +y* < 1}

Pro a,b,h > 0,/ M = (a,a + h) x (b,b+ h) C R? uvazujme transformaci
p:M—M: u= % . Spoctéte p(M') a 440

(M)
v = /7Y

%
Dokazte, ze Vo, B > —1 plati I = bfsin“g@cosﬂ p dyp = %B (O“T“, %)

[o.¢]
Rozhodnéte, pro kterd m,n € Z integral I,,,, = ﬁ;,} dx konverguje a pro
0

tyto hodnoty vypoctéte

Uréete plochu S vymezenou nerovnostmi: (22 + y?) < 2a*(z* —4?) , a > 0
22 +y? > a?
Spoctéte plochu Descartova listu M : (2 — %)5 < xZZfQ sa,bye,x iy >0

z2
Spoctéte objem télesa M: (2_; + z—z + i—;) < Zexp <_—2>

Spoctéte objem Vivianiho télesa (tj. pruniku koule a vélce),
M = {(z,y,2) e R%|2® + y* + 2* < @’ Na® +y* < ax}

Spoctéte objem télesa M = {(z,y,2) e R*|2* +y* <z Az +y >z}

16
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Spoctéte objem n-rozmérné koule B (r) = {(z1,...,2,) € R"|2? + ... + 22 <r?}
Vypoctéte objem elipsoidu M = {z € R" |27 Az < 1}, kde A € R™" PD

Vypoctéte objem n-symplexu M = [z, ..., 2,), = {>_ tiz; | D> t; =1,t; > 0},
=0 i=0

kde (zg,...,x1) je soubor afinné LNZ vektort v R",
tj. (x1 — zo, ..., 2, —x9) LN

b

1
Spocitejte integral: I(a,b) = [ £ —2% dx, a,b > —1
0

In

a > 0,n € Ny, spocitejte I,(a) = f T)”“ dz

1
la] < 1, spocitejte I(a) = [ ln%g) de
0
Pro «a, 8 € R spocitejte I(a, f) = [ arCtan(ax:)Cg,rctan(ﬁx) da
o0 2 a? :
a€R:I(a)= [e ™ 2dx
0

»

cos(br)dz, a > 0,b € R

feax

a,b>0:[(a,b):fde
0

T

o0

2
e—az’ _

0

la| < 1:1(a) = ln(w) dz

l—acosxz/ cosz

O —wla
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13 KRIVKOVE A PLOSNE INTEGRALY

13 Krivkové a plosné integraly

Motivace

Definice kiivkového integralu 1. a 2. druhu a aplikace znamych vzorecku
z fyziky. Véty nemame dokazané, na to slouzi pfedmét variaéni pocet na
varietach.

Aparat
DEF (Krivka):
zobr. [a,b] — R" spoj.

DEF (Krivkovy integral 1. druhu):

Nt ¢ : a,b — R" po ¢astech C! kiivka, f : [¢] = ¢([a,b]) = R.

Pokud (f o ¢)||¢'|| € L(a,b), def kiivkovy int. fce f podél kiivky ¢ 1. druhu
b

[, fds = [ F6(e)le/ )] dt

DEF (Krivkovy integral 2. druhu):

Pro FF = (F,..., F,) : [¢]| = R",

pokud < F(¢())|¢'( o) >€ L(a,b) def kiivkovy integral fce F podél kiivky
¢ 2. druhu

J,Fods = [, Fidz + ... + Foda, = fb < F(o(t))]d'(t) > dt

18



13 KRIVKOVE A PLOSNE INTEGRALY

Priklady

Wi

Spoctéte fd)(x% + y%) ds, kde ¢ : x5 + y% a
Jo V/2? +y*ds, kde [¢] = (a2 +y%)2 = a2(2? — y?),a > 0
I= f¢ y*ds, kde ¢(t) = (a(t — sint),a(l — cost)),t € [0, 27]
Spo¢. krivkové integraly 2. druhu [; = f@_ 2xy do + 22 dy,
kde ¢; je usecka spoj. body (0,0),(1,1)

¢ je parabola

¢3 je lomené cara

Spoc. I = [, (y*—2%) do+ (2% —2?) dy+(2° —y?) dz, kde [¢] = [$1]U[do] U[65]

Pomoci GV spocitejte I = f¢(ex siny — py)dz + (e cosy — p) dy, kde ¢ je
kladné orientovana pilkruznice se stiedem (§,0) a polomérem .

Spoctéte I = [ s %, kde ¢ kladné orientovana jednotkova kruznice se
stfedem v (0,0)

Pouzitim GV spoditejte plochu elipsy (£)? + (4)* <1
Spocitejte obsah koule o poloméru a

Spocitejte I = [, /% + % + 2 ds, kdeS:{(:v,y,z)€R3|§+g—§+i—§:1},

a,b,c,>0
Spocitejte plochu Vivianiho télesa, tj povrch télesa vzniklého prinikem
koule a valce: 2%+ y? + 2% < a?

4+ y?* <ax
Spocitejte [o(2® +y?) dzdy, kde S = {(z,y,2) € R* |2 + 3> < R?, 2z = 0},
R > 0 s orientaci n = (0,0, —1)

I = [jadydz+ydzde+zdedy, kde S = {(z,y,2) € R* |2°+ 3> +2° = o}
s orientaci ur¢enou vnéjsi normélou

Spocitejte I = f¢ —yz)dr + (y* — z2)dy + (2* — 2y)dz, kde [¢] je
Sroubovice v R, ¢ : x =acost , t € [-, 7]

Yy = asint

z = %t
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