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1 KONV. VLASTNIHO A NEVLASTNIHO INTEGRALU

1 Konv. vlastniho a nevlastniho integralu

Motivace

Tato kapitola je zaméfena na urc¢ovani bodové, absolutni a neabsolutni kon-
vergence vlastnich a nevlastnich integralt zavislych na parametrech. Po-
stupné probereme zakladni srovnavaci kritéria, Taylorovy rozvoje, pokrocila
kritéria (Dirichlet, Abel, Hardy) a metodu vypoc¢tu pomoci Froullaniho in-

tegralu.

Aparat
Bez znalosti téchto zakladnich véci nasledujici priklady budou obtizné.
1
JoaPdr K<=p>—1
J T atde K<=p< -1
=3 D=1+ L+
. fe'e) n z21’1,«5»1 :l?7
Slnxzznzo(—l) WZ‘I’_?_FE_?—F
00 n x? x0
cosx =y > (—1) o ) —1—§+ & _E+"'
In(l+z)=32 (-1 =g -2y o g <1

V(B-C kritérium pro nevlastni integral):

[P fdz K <= (Ve > 0)(35 > 0)(¥by, by € (b—d,b))‘fb”ff‘ <e

V(Dirichlet + Abel)

Necht b € R je jediny kriticky bod [ fg.

Ve € (a,b) je f R-integrabilni na (a, ¢), g monotonni na (a, b). Plati-li:
1. (Dirichlet) F(y) = [’ f je omezena na (a,b), hm g(x) =0

2. (Abel) fabf K (tzn. 3 lirl? F(y)), g omezena na (a b)
y—b-

Pak [” fg K

V(Hardy):
fyg:]a,00) = R, f p-periodickda s p > 0 (f(z) = f(z
f je R-int. na [a a + p|, g je monotoénni na [a, 00), g(zx
fa+pf_ :>f fg K

7&0 = [Tfg K < [Tg K

v+
<E
8
Ty
2



1 KONV. VLASTNIHO A NEVLASTNIHO INTEGRALU

DEF: (Froullaniho integral)
a,b>0, I(a,b) = ooowdx

V (Froullani):

Necht f € C(0, c0), Elxli,%r f(z) = fo, Elxh_{gof(x) = foo

Potom: 1. fo,fooe]R:>I(a b) = (fo— foo)In 2
2f06R/\f dtK:I(ab) foln®
3. [ 18 dtK/\fooeRz>I(a b) = —folnl
4 [210 4t K = I(a,0) =0

Priklady

Urcete konvergenci (pfipadné absolutni konvergenci AK, neabsolutni konver-
genci NeAK, ¢i divergenci D) nésledujicich integralu:
1. f2 dz

Inz
2 f+oo P le " dx
©Jo
+o0 sin2x
3. [ ste gy

fO sin? z cos? z cos‘l T

f+0° dx
0 xP+xd

Jo 12 da
f+00 dx

1 zP In9x

+oo dx
1 zPIn? z(Inlnz)"

ol B A

©w

f+00 dx

oo |z—ai|Pl|z—az|P2..|z—ay |Pn

(a1 < ag < ... <ay)

10. fooo smz dr  AK NeAK D

11, [Fesinr gy peR, ¢ >0 AK NeAK D

0 1+z9
12. [ mfjr“sifmdx A>0 AK NeAK D

13, [250) 47 p e R AK NeAK D

14. [° x2 cos (e¥)dz AK NeAK D
15. fgln (sinz)dz AK NeAK D
16. I(a,b) = [;° <= da



1 KONV. VLASTNIHO A NEVLASTNIHO INTEGRALU

17, I(a,b) = [° slan-cos(bo) g,
18. I(a,b) = fooo bSin(‘W);aSin(ba:) Az
19 I(a,b) = Jy #5r— da

20. I(a,b) = [° Snlasnta) g,

21 1(a,b) = fg~ 3 Xisy ascosbiz da



2 FUNKCNI POSLOUPNOSTI

2 Funkcéni posloupnosti

Motivace

Tato kapitola se vénuje bodové a stejnomérné konvergenci funkénich posloup-
nosti. Zkouméme kritéria pro uréovani stejnomérné konvergence, chovani sou-
¢inu a podilu funkénich posloupnosti a specialni véty pro monoténni posloup-
nosti na kompaktnich mnozinach.

Aparat

DEF: (SK funkéni posloupnosti na mnozing A)

Necht f, : A —-C,neN

Rekneme, 7e {f,}22, stejnomérné konverguje (SK) na mnoziné A
<— df : A — C tak, ze

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(Vz € A)(|fu(2) — f(2)] <€)

pro vSechna z, takZze i pro supremum sup | f,(z) — f(2)| < e
z€A

<= lim sup|fu(2) = f(2)] =0
—+00 24

n

V (SK soucdinu funkénich posloupnosti):

A A A
Necht f, = f, 9» =2 9 = fu-gn = [ - g, pokud f,g jsou omezené fce na A
< {fn},{gn} jsou stejnomérné/stejné omezené na A
& (3K > 0)(Vn € N)(Vz € A)([fn(2)] < K)

V (Dini):
Necht @ # A C C kompakt.
Necht f,, f: A — R spoj. na A vzhledem k A, f, 5 f, {f,}°°, monot.

A
= a2 f

Priklady

1. Vysetiete SK f,(z) =2" naa) A=[0,3], b)A=10,1]

2. Vysettete SK f,,(z) = 2™ — 2" na A = [0, 1]

3. Vysettete SK f,(z) = 2" — z?" na A = [0, 1]

4. Najdete nejvétsi interval SK, A C Dy, pro f,(z) = 1imn

5. Najdete nejvétsi interval SK, A C Dy, pro f,(x) = arctan (nx)
6. Najdete nejvétsi interval SK, A C Dy, pro f,(z) = x arctan (nz)
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7. Najdete nejvétsi interval SK, A C [0, 00), pro f,(z) = (

?‘
\_/

z
n

v

9. Najdete nejvétsi interval SK, A C Dy, pro f,(z)

8. Najdete nejvetsi interval SK, A C Dy, pro f,(z) = ( +
sin (3

Bonusové priklady:
10. Najdete f, a g, z véty o soucinu, které obé SK, ale f, - g, nebude SK
(tedy ovéfte nutnost podminky omezenosti).

11. Zformulujte podobné tvrzeni pro podil (SK podilu funkénich posloup-
nosti).

A
12. Najdete pt. {f,}, f, a A, tak aby f, = f, ale {f,} nebyla omezena.



3 FUNKCNI RADY

3 Funk¢ni rady

Motivace

Tato kapitola se zabyva bodovou a stejnomérnou konvergenci funkénich fad.
Predstavime Weierstrassovo kritérium (M-test), Dirichletovo a Abelovo kri-
térium a véty o zaméné limitnich operaci (derivace a integrace ¢len po ¢lenu).
Soucasti je také urcovani souc¢tu vybranych funkénich rad.

Aparat

DEF: (SK Funkénich fad)

Necht f,: A — C

Rekneme, ze fada > Jn SKna A, resp. LSK na A <=
{Sn}2, SK na A, resp. LSK na A, kde S,,(2) = > ,_, fu(2)

V (Weierstrass):
Necht f, : A —= C, (Vn € N)(Vz € A)(|fn(2)| < gnl(2)) a D> o0 9o SK na A
= > fnSKnaA

Poznamka (M-test):

Necht f, : A — C, I{M,}>2, C [0,00) (Vn € N)(Vz € A)(|fu(2)] < M,) a
2ne1 Mi K

= > fnSKnaA

V (B-C kritérium pro funkce):
Yo JnSKna A <= (Ve > 0)(3ng)(Yn > ng)(Vz € A)( ZZo:n+1 f(2)| <e€)

V (NPSK - Nutna podminka stejnomérné konvergence):
Necht f,: A — C

A
Yo [nSKnaA = f, =0

V (Abel, Dirichlet):
Necht f,: A—=C, g, : A = R, {g,}2, monotonni,

n=1

A
Dirichlet: (3K > 0)(Vn € N)(Vz € A)(|sn(2)| < K) A g, =0
Abel: > fo SK A (3L > 0)(Vn € N)(Vz € A)(|gn(2)| < L)
potom Y > f, - g, SK na A
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V (O limité):
Necht f, : A — C a plati:

(1) 290 € A

(ii) Elzli_{rzlo fu(2) = ay,

z€EA

(iii) >0 fn SKna A

potom: 1.5 a, K
2. Elzh_)ngO s(z), kde s je souctova fee Y07 | f,
z€EA

3.) 0 a, = {%I% s(z)
V (O spojitosti):
Necht f,: A—>Cazy€e A
Pokud pro (Vn € N) (f, je spoj. v zp vzhledem k A) a Y~ | f, SK k souctové
fci s, potom s je spoj. v zg vzhledem k A.

V (O integraci):
Necht f, : {(a,b) — R, necht plati:

(i) (vn € N) (f,, je R-int na (a, b))

(ii) >>>°, fn SK na (a,b) k souct. fci s
potom: 1. s je R-int na (a, b)

2. ff s(z)de =37, fab fo(z)de

V (O derivaci):
Necht f, : (a,b) — R diferencovatelné. Necht plati:
() (3 € (0.0)) (5, fale) K)
(i) 3222, £, SK na (o,
potom: 1.5 > f, SKna (a,b) k souct. fci s
2. s je dif. na (a,b)
3. € (a,b), o/(2) = X5, f1(2)

V (Abelova V):

Realna mocninna rada je spojitd v celém svém oboru konvergence.
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Priklady

Pokud neni explicitné dan interval A, najdéte jej. VySetiete bodovou konver-
genci (BK) a stejnomérnou konvergenci (SK):

L)t

2.5 a2 (14 )

3T

4.5 ne ™

5.2 oty (o) (05 20) ey Kde @ € Ry
6. > o) Tz, na A =[0,00)

A ez, na A=R

oo

Y, n (14 %), >0,z € R = (0,0)
9. >, arctan (%)

10. Y07 2" sin (52)

11. 3, ED% na 4 = [0, 00)

n1n+m

12, 3002, SO na A = [0, 00)

cos 2mn
13.3°7, \/ng11) na A=R

< . . —_1)n+1 n
14. Lze zaménit lim > >0 0" a9
rz—1— n=1 n 14am

15. Pro jaka = € R plati: £ 3> arctan (%) = > o

n=1 wia?
16. fn(I) = ;ET{H — xﬁl—l’ lze pl”OhOdit fol 2?21 fn(x) da?
17. Sectéte fadu >~ 1(_1)n+1ﬂ

2n—1
18. Sectéte fadu anl —n(zﬂ)

19. Sectéte fadu oo (—=1)"tan
Domaéci ukol:

20. Sectéte fadu 07

nln'

21. Sectéte radu Zn 1 m

n

2



4 FOURIEROVY RADY

4 Fourierovy rady

Motivace

Pred tim, nez se pustite do Fourierovych tad, si dikladné zopakujte trigo-
nometrické identity. Kapitola se vénuje rozvoji periodickych funkei do Fou-
rierovych tad, vypoc¢tu Eulerovych koeficient a uréeni bodové konvergence
téchto rad k regularizovanému periodickému prodlouzeni.

Aparat

DEF: (Fourierova rada)

Necht je f € R(a,b), T == 2.

Trig. fadu % + >, (ay, cos (%22) + by, sin (22)) Vo € (a,b),
kdean:%fbf ) cos (22£) dz, n € Ny

b, = %fabf( )sin (%72) dz, n € N

nazvu FR fce f na (a,b) ... ¢asto T =7

DEF: (Po castech spojita f)

Necht f: (a,b) = R

Rekneme, 7e f je p.¢ spojita na la,b] <~

4 o déleni a = 2z < - < x, = b takové, zZe
1. (Viem)(f € C(xi_1, ;)
2. (Yi € m—1)(3f(zf) = lim_f(y) €R) aIf(a*), f(b") ER

y—)iﬂ
DEF: (Periodické prodlouzZeni)
Necht f: [a,b] - R
fei fper + R — R def fper(2z) = f(z—[22](b—a)) nazveme periodické
prodlouzeni fce f.
Je-li navic f p.¢ spoj. na [a,b], def f*: R — R vztahem f*(z) = (f(z+) +
f(z—)) a nazveme regularizované periodické prodlouzeni.

V (O konvergenci FR):
Necht f : (a,b) = R ma p.¢. spojitou derivaci na [a, b].
Potom FR fce f na (a,b) BK na R, Vo € R k funkci f*.

Pokud nechcete pocitat pfes Eulerovy koeficienty, lze vyuzit znamého faktu:
n 1
r=2)" 1 - : sin (nx) na (—m,m)

r=m—2% > Lsin(nz) na (0,27)
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Priklady

Najdéte Fourierovu fadu (FR) pro nésledujici funkce:

f(z) =z naa) (—m,m), b)(0,2n)
= 5% na (0,2m)

= sin* () na (—m,7)

=sin (ax) na (-7, 7), « € R

= cos (ax) na (—m,7), a € R

R A e B e
~
AAA/&\/-\/—\/-\

)
)
)
)
xr) =sgnz na (—m,m)
)
)
)

(r) = 2% na (—m,m)
% na (0, 2m)

() = sgn(z)z? na (—m,7)

12. Sectote Yo sn(na)

{1 lz] < a na (=, 1))

0 |z|] >«

~~

13. f(z) =In|sinZ| na (-, )

Népovéda/Hint: Fourierova fada fce f(x)

10



5 LIMITA A SPOJITOST FUNKCIi VICE PROMENNYCH

5 Limita a spojitost funkci vice proménnych

Motivace

Tato kapitola predstavuje zaklady topologie a limitniho chovani funkei vice
proménnych v metrickych a normovanych prostorech. Nau¢ime se dokazo-
vat existenci limity z definice a vyvracet ji pomoci Heineho véty (volbou
vhodnych vicerozmérnych posloupnosti ¢ sméri).

Aparat

DEF: (Limita top. prostoru) Necht (X, 7x), (Y, 7y) top prostory
f:DfcX =Y, zpeDf,yeY

IEDf
spec. v normovanych prostorech p = ||, 1ib. & = |- v (V. }-],), (W, 1],

Ih_)rgof(x) =y <= (Ve > 0)(35 > 0)(Vz € Df, 0 < |lz—z0|l, < I)(|| f(z) —yll, <€)
z€Dy

v piikladech X = R™ s normou ||-||, ¥ = R s normou | - |

Jim f(2) =y = (%)39)(vx € Df, 0< o — ol < O)(If(x) — 4] < )
z€Dy

V (Heine):
f: Df CX =Y, (X,p), (Y,U)
lim f(x) =y <= ({3l C Dy \{zo})(@n = 20 = f(2a) = ¢)

T—T0
wEDf

11



5 LIMITA A SPOJITOST FUNKCIi VICE PROMENNYCH

Priklady

Vypoctéte limity nebo dokazte jejich neexistenci:

1. lim =l
(,y)—(0,0) T TYHL

2.  lim 4
(zy)—=(1,1) 7Y

3. lim @ Eomutyiol
. 2 2_
(@y)—(1,1) T2

. 2242
4. (gc,yl)lg%0,0) 22521 (z—y)2

5. 1i . 1Y o <!;>
u,wlin(o,o)(x +y)sin () sin (
6. i o2y

(e:9)(0,0) T+

. e_ w2+y2

7. i ——
() >(00) TV
8. Lze fci f(x,y) = 1, dodef. spoj. v pocatku?

9. Lze fci f(z,y) = 2=4% dodef. spoj. v pocatku?

x2 +y2

12



6 DIFERENCIALNI POCET VICE PROMENNYCH

6 Diferencialni pocCet vice proménnych

Motivace

Tato kapitola rozviji diferencialni pocet funkci vice proménnych. Zamétuje se
na vypocet parcialnich a smérovych derivaci, zkouméni totalniho diferencialu
a totalni derivace a uplatnéni fetizkového pravidla (chain rule) pii derivovani
slozenych zobrazeni.

Aparat

DEF: (Parcialni derivace)
Bud f: QCR" - R,i€n aa € ) Existuje-li konecéna limita
te;) — 0
lim flatte:) = fla) = —f(a) = 0y, f(a) = 0;f(a),

kde e; je i-ty vektor standardni baze R™, nazyvame ji parcialni derivace f
podle i-té proménné v bodé a.

Def: (Diferencovatelnost, Totalni derivace)

f:QCR*—= R™ a e Q. Rekneme, 7e f je dif. v bodé a <= 3T € L(R",R™)
[f@)—f(@-T@=a)zm _

[z —allgn

takové, ze lim
Tr—a

Zobrazeni T' := D f(a) se nazve (totaln{) derivace f v bodé¢ a.

Pozn: (Vztah derivace a parc. derivace)
fiQCR 5 R dif. va € Q= 37(a) Vi € i, Vj €1 a plati

%(a) %(a)
Df(a) =""(Df(a))™ = : . z
Yelo) oY)

V (Postacujici podminka diferencovatelnosti):
f:QCR" > R™ ac
Necht (Vi € n)(Vj € m)(ag—g na H, a jsou spoj. v a) = f jedif. va

. 0%f 02 f
obecné oxdy 7& Oyox

V (Zaménnost smiSenych derivaci):

, af & 2f - : 82
f:QCcR? =R, ac, 38—5, Byafx na H, a Byafm je spoj. v a = Haz—gy(a) =
(@)

Oyox

13



6 DIFERENCIALNI POCET VICE PROMENNYCH

DEF: (Smérova derivace)

fQCR" R 0#veR" aec)
— Timn flathv)—f(a)

D,f(a) = }ILIL% -

pozn. gt (a) = D, f(a)

Necht f: Q C R" — R je dif. v a € Q.

Pak Df(a) € L(R",R) = (R")# " J1y € R™, Df(a)v = (w, v)
Vv € R™.

Def Vf(a) .= w” ... gradient f v a, Df(a)v=Vf(a)- v

Vi) = (Zta),. ... 2 (a)

V (Derivace slozené fce / Chain Rule):
f:QCR"—=R™

g:UCR"™ = R°

fdif. vaeQ, gdifv f(a), f(Q) CU

Potom g o f je dif. v a a plati D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a)

pozn.
Df(a) € L(R",R™) ~ Rmx"

pozn. Maticovy zapis retézového pravidla:

(Df(a)y = g (a), i €1, j €7

— T
2 =W,

14



6 DIFERENCIALNI POCET VICE PROMENNYCH

Priklady

1. Pro funkci f(x,y) = 2 + y* spoctéte smérovou derivaci v bodé (1,1)7
sméru jednotkového vektoru, jehoz thel k ose x je 60°.

W (z,y) # (0,0)
2. Vysettete derivace pro funkci f(z,y) = { Vay?

0 (Iv y) = (07 0)
3. Pro funkei f(z,y) = {(()332 + y2) sin <ﬁ> Z’z; i 870)

1. Je f spojita v pocatku (0,0)?

2. Je f diferencovatelna v pocatku (0,0)?

3f 3f

3. Jsou spojité v pocatku (0,0)?

T+y+z—TY2

4. Dokazte: arctan x + arctan y + arctan z = arctan ;
—xY—x2—Yz

5. Pro f(z,y,2) = xyz-e *T¥T* uré. obec. tvar parc. der. Mf(gu,y, z).

Ox™mIy™ozv
2_.2
WSS () £0,0)

0 (z,y) = (0,0)

1. Vysetfete spojitost a diferencovatelnost f v (0,0).

6. Pro funkei f(z,y) = {

2. Spocitejte smiSené parcialni derlvace (O 0) a -221(0,0).

7. Pro w(z,y) = (f((ng’sz))) urcete totalni derivaci Dw(x,y).

8y8x

8. M&jme f = f(&,n), kde £ = x+y+2z an = x?+y*+22. Pro sloZené zobrazenf

S(w,y,2)> .
w= fog(x,vy,z), kde g(x,y,z) = , vyjadiete Dw(z,y, 2).
fog(zy,z) 9(z,y, 2) (n(x,y,Z) Vi (2,9, 2)

9. Mé&jme u = u(&,n, @), kde € = /22 + 9%, n=/y>+ 22 a ¢ = Va? + 22
Va2 +y?

Pro slozené zobrazeni w = w o g, kde g(x,y,2) = | \/y? + 22 |, vyjadrete
,/$2 + ~2

Du(z,y, z).

15



7 EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

7 Extrémy funkci vice proménnych

Motivace

Tato kapitola je vénovana hledani lokalnich a globalnich extrému funkei vice
proménnych. Nauc¢ime se nachazet stacionarni body pomoci nulovosti gradi-
entu (nutnd podminka) a klasifikovat je pomoci definitnosti Hessovy matice
(postacujici podminka) s vyuzitim Sylvesterova kritéria.

Aparat

Df(a) c E(Rn7Rm) ~ RMXn
DQf(CL) c E(Rn,ﬂ(Rn,Rm)) ~ RmMxnxn

DEF:(Lokalni maximum a minimum)

Rekneme, ze f:QCR"—= R mav bodé a € 2 lokdlni minimum

&% (3H, € Q)(Ve € H)(f(x) > f(a))

f{ekneme, ze f: Q2 CR" — R ma v bodé a € Q lokidlni maximum

&L (3H, € Q)(Vr € H,)(f(z) < f(a))

V (Nutna podminka existence lokalniho extrému):
Necht f: Q C R" — R ma extrém v bodé a € 2 a f je v a diferencovatelna

=|Vf(a)=0
(Bod a se pak nazyva stacionarni nebo kriticky bod).

V (Postacujici podminka existence lokalniho extrému):

Necht f: Q C R" — R je tiidy C? na Q (vSechny parcialni derivace druhého
fadu jsou spojité), a € Q a Vf(a) =0.

Potom plati:

1. Je-li Hessova matice V2 f(a) pozitivné definitni (PD) = ma f v a ostré
lokalni minimum.

2. Je-li Hessova matice V2 f(a) negativné definitni (ND) = ma f v a ostré
lokalni maximum.

3. Je-li Hessova matice V?f(a) indefinitni (IND) = nemda f v a extrém
(jedna se o sedlovy bod).
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7 EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

2f  _9f 02 f
8&:% Ox10x2 " 0x10Tn
o%f .. :
e a) = ' je Hessova matice.
kde V2 2011 je H t
92 f 92 f
O0zn0z1 te ox2

V (Sylvesterovo kritérium):
Necht @ je kvadraticka forma na realném vektorovém prostoru V a X je baze
V. Pak plati:

1. Q je pozitivné definitni, pravé kdyz matice formy ¥ ma vsechny hlavni
subdeterminanty kladné, tj. A, > 0 pro kazdé k € n.

2. () je negativné definitni, pravé kdyZ matice formy * @ spliiuje pro kazdé
ke n:
A >0, jeli k sudé,

A <0, je-li k liché.

Priklady
Najdéte lokdlni extrémy a sedlové body nasledujicich funkei:

1. u(z,y) = 2% + 93 — 3y

2. f(x,y) =xy+ i—0+%

3. fla,y) = (a2 +yP)e "V

4ou(z,y,z) = 2> +y? + 22 + 20 + 4y — 62

5. u(z,y) = ot + y* — 22 — 22y — 32

6. u(z,y,z) = sin () + sin (y) + sin (z) — sin (x + y + 2)
7. u(z,y) = (1 +e¥)cos (z) — ye¥
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