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1.4 Racionálńı funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.5 Integrály typu
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Předmluva

Drahý studente, drž́ı̌s v rukou sb́ırku př́ıklad̊u pro letńı semestr prvácké jaderňácké analýzy,
kterou jsem dostal za úkol vytvořit v letńım semestru 2020. V tomto semestru se prob́ıraly nejprve
integrály následované řadami a Taylorovým polynomem. Na rozd́ıl od tradičńı literatury [1, 2]
jsem si kladl za úkol, aby př́ıklady měly vzestupnou obt́ıžnost a současně jsem se snažil obsáhnout
co nejv́ıce řešených př́ıklad̊u. Achillovou patou sb́ırky je absence správných řešeńı. Autor bude
potěšen, pokud by se našel někdo, kdo by tuto nedokonalost odstranil, na druhou stranu výpočet
primitivńıch funkćı se dá zkontrolovat zpětným zderivováńım či pomoćı softwaru stejně jako
Taylor̊uv polynom a u konvergence řad jde předevš́ım o zd̊uvodněńı a až v druhé řadě o to, zdali
řada konverguje či diverguje. Stejně tak bude autor rád, pokud bude př́ıklad̊u ve sb́ırce přibývat
- at’ už těch řešených nebo neřešených. Pevně věř́ım, že tato sb́ırka nadcházej́ıćım generaćım
matematických analytik̊u alespoň částečně pomůže, když už k ničemu jinému, tak aspoň ke
zdoláńı předmětu matematická analýza 2. A nezapomeň - u primitivńı funkce je vždy třeba udat
i interval!

1. zář́ı 2022 Jakub Kořenek
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1 Primitivńı funkce

Základńı př́ıklady

Řešený př́ıklad:
∫ (

3− x2
)3

dx∫ (
3− x2

)3
dx =

∫ (
27− 27x2 + 9x4 − x6

)
dx = 27x− 9x3 +

9

5
x5 − 1

7
x7

Integrand je funkce spojitá na celém R, primitivńı funkci jsme tedy našli na tomto intervalu.

1.
∫
(1− x)(1− 2x)(1− 3x)dx

2.
∫ (

1− x+ x2
)2

dx

3.
∫
x2(5− x)4dx

4.
∫

x3+1
x+1 dx

Řešený př́ıklad:
∫ (

1−x
x

)2
dx

∫ (
1− x

x

)2

dx =

∫ (
1− 2x+ x2

x2

)
dx =

∫
1

x2
dx− 2

∫
1

x
dx+

∫
1dx = − 1

x
− 2 ln |x|+ x

Integrand je funkce spojitá na R∖ {0}, primitivńı funkci jsme tedy našli na intervalu (−∞, 0) a
na intervalu (0,+∞) - nikoliv na sjednoceńı těchto interval̊u.

5.
∫

x2+3
x2+1dx

6.
∫ (1−x)3

x 3
√
x
dx

7.
∫ (

√
2x− 3√3x)

2

x dx

8.
∫
(2x + 3x)

2
dx

9.
∫
sinhxdx

10.
∫

1√
4−x

dx

11.
∫

3
√
1 + 2xdx

12.
∫
e−3x + 1

2−xdx

13.
∫
sin(3x) + cos(2x) + 68dx

14.
∫
cotg2xdx

15.
∫

1

cos2(2x+π
4 )

dx
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1.1 Př́ıklady na zespojitěńı

Řešený př́ıklad: Vypočtěte
∫ √

x2 − 2x+ 1dx∫ √
x2 − 2x+ 1dx =

∫ √
(x− 1)2dx =

∫
|x− 1|dx

Primitivńı funkci urč́ıme zvlášt’ na intervalech (−∞, 1) a (1,+∞).

F (x) =

{
−x2

2 + x+ c1 x ∈ (−∞, 1)
x2

2 − x+ c2 x ∈ (1,+∞)

Integrand je funkce spojitá na celém R, primitivńı funkci tedy hledáme na tomto intervalu.
Primitivńı funkce je z definice spojitá na celém definičńım oboru, funkci F (x) je tedy třeba
zespojitit vhodnou volbou konstant c1 a c2. Limitńım přechodem x jdoućı k 1 zleva a zprava
dostáváme rovnici,

1

2
+ c1 = −1

2
+ c2.

Primitivńı funkce má tedy na R tvar

F (x) =

{
−x2

2 + x− 1
2 x ∈ (−∞, 1⟩

x2

2 − x+ 1
2 x ∈ ⟨1,+∞).

16.
∫ √

x2 + 4x+ 4dx

17.
∫
(x2 − |2x− 1|)dx

18.
∫
f(x)dx; f(x) =


1
x x ≥ 1

1√
1+x

x ∈ ⟨0, 1)
1

1+x2 x < 0

19.
∫
max{−x, arctg(x)}dx

20.
∫ √

1− sin(2x)dx (na R)

1.2 Metoda substituce

Řešený př́ıklad:
∫

x
3−2x2 dx

Nejprve urč́ıme obor spojitosti integrandu, 3 − 2x2 ̸= 0, tedy x ̸= ±
√

3
2 . Primitivńı funkci

hledáme na intervalech
(
−∞,−

√
3
2

)
,
(
−
√

3
2 ,
√

3
2

)
a
(√

3
2 ,+∞

)
.∫

x

3− 2x2
dx =

∣∣∣∣ 3− 2x2 = y
−4xdx = dy

∣∣∣∣ = −1

4

∫
1

y
dy = −1

4
ln |y| = −1

4
ln |3− 2x2|

21.
∫

x

(x2−1)
3
2
dx

22.
∫

x
4+x4 dx
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23.
∫

x3

x8−1dx

24.
∫ sin( 1

x )
x2 dx

25.
∫

1√
x(1−x)

dx

26.
∫

1

(x2+1)
3
2
dx

27.
∫

ex

2+ex dx

28.
∫

1
x ln(x) ln(ln(x))dx

29.
∫

1
ex+e−x dx

30.
∫

1
sinhxdx

31.
∫

1√
e2x+1

dx

Řešený př́ıklad:
∫
sin(x) cos3(x)dx

∫
sin(x) cos3(x)dx =

∣∣∣∣ cos2(x) = y
−2 cos(x) sin(x)dx = dy

∣∣∣∣ = −1

2

∫
ydy = −1

4
y2 = −1

4
cos4(x)

Integrand je funkce spojitá na celém R, primitivńı funkci jsme tedy našli na tomto intervalu.

32.
∫
cos(x) sin5(x)dx

33.
∫

sin x√
cos3(x)

dx

34.
∫

sin x√
cos(2x)

dx

35.
∫ sin(x) cos3(x)

1+cos2(x) dx

1.3 Metoda per partes

Řešený př́ıklad:
∫
x2 cos(x)dx

Primitivńı funkci hledáme na celém R.

∫
x2 cos(x)dx = x2 sin(x)− 2

∫
x sin(x)dx = x2 sin(x)− 2

(
−x cos(x) +

∫
cos(x)dx

)
= (x2 − 2) sin(x) + 2x cos(x)

36.
∫
x3 sin(x)dx

37.
∫
x ln2(x)dx

38.
∫
arctg(x)dx

39.
∫
xsinh(x)dx
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40.
∫
xarctg(x)dx

41.
∫
x ln

(
1+x
1−x

)
dx

42.
∫ arcsin(x)

x2 dx

Řešený př́ıklad:
∫ cos(x)

ex dx

∫
cosx

ex
dx =

∫
e−x cos(x)dx = e−x sin(x) +

∫
e−x sin(x)dx

= e−x sin(x)− e−x cos(x)−
∫

e−x cos(x)dx

= e−x sin(x)− e−x cos(x)−
∫

cosx

ex
dx

Převedeńım posledńıho členu na levou stranu rovnice dostáváme rovnost

2

∫
cosx

ex
dx = e−x sin(x)− e−x cos(x),

na celém R jsme tedy našli primitivńı funkci∫
cosx

ex
dx =

1

2

(
e−x sin(x)− e−x cos(x)

)
.

43.
∫
sin(x)sinh(x)dx

44.
∫
sin(ln(x))dx

45.
∫
e2x sin2(x)dx

1.4 Racionálńı funkce

Řešený př́ıklad:
∫

x4+2x3+3x2+x+1
(x2+1)(x+1)x2 dx Integrand je funkce spojitá na R∖{−1, 0}, primitivńı funkci

budeme hledat na d́ılč́ıch intervalech. V čitateli máme polynom stupně 4, ve jmenovateli polynom
stupně 5, postupujeme tedy rozkladem na parciálńı zlomky ve tvaru

x4 + 2x3 + 3x2 + x+ 1

(x2 + 1)(x+ 1)x2
=

Ax+B

x2 + 1
+

C

x+ 1
+

D

x
+

E

x2
.

Sečteńım pravé strany a porovnáńı koeficient̊u u jednotlivých mocnin x na levé a pravé straně
rovnice dostaneme soustavu pěti rovnic o pěti neznámých s řešeńım A = 0, B = 1, C = 1, D =
0, E = 1.

∫
x4 + 2x3 + 3x2 + x+ 1

(x2 + 1)(x+ 1)x2
dx =

∫
1

x2 + 1
+

1

x+ 1
+

1

x2
dx = arctg(x) + ln(|x+ 1|)− 1

x

Výsledný tvar je primitivńı funkćı k funkci p̊uvodńı na intervalech (−∞,−1), (−1, 0) a (0,+∞).
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46.
∫

2x+3
(x−2)(x+5)dx

47.
∫

x3+1
(x3−5x2+6x)dx

48.
∫

x4

x2+x−2dx

49.
∫

1
(x−1)2(x−2)2(x−3)

dx

50.
∫

x
x8−1dx

51.
∫

1
(x2+2x+3)2

dx

52.
∫ (

x2

x2+4x+5

)2
dx

53.
∫

x3

x8+3dx

54.
∫

x3+7x2+4x+10
(x4+5x2+4) dx

Řešený př́ıklad:
∫

x+1
x2+x+1dx

∫
x+ 1

x2 + x+ 1
dx =

1

2

∫
2x+ 2

x2 + x+ 1
dx =

1

2

∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx+

1

2

∫
1

x2 + x+ 1
dx

V prvńım kroku potřebujeme do čitatele dostat derivaci jmenovatele, toho jsme dosáhli vynásobeńım
chytrou jedničkou 2

2 a rozděleńım na dva integrály. Výpočet prvńıho integrálu je již snadný,
zaměřme se tedy na výpočet druhého integrálu.

∫
1

x2 + x+ 1
dx =

∫
1(

x+ 1
2

)2
+ 3

4

dx =
4

3

∫
1

4
3

(
x+ 1

2

)2
+ 1

dx =
4

3

∫
1(

2x+1√
3

)2
+ 1

dx

Doplněńım jmenovatele na čtverec a následným vytknut́ım konstanty jsme dostali integrál do
povědomého tvaru vedoućıho na arctg. Dále postupujeme substitućı y = 2x+1√

3
, dy = 2√

3
dx.

4

3

∫
1(

2x+1√
3

)2
+ 1

dx =
4

3

√
3

2

∫
1

y2 + 1
dy =

2√
3
arctg(y)

Řešeńı p̊uvodńıho integrálu na celém R je tedy

∫
x+ 1

x2 + x+ 1
dx =

4

3

∫
1

4
3

(
x+ 1

2

)2
+ 1

dx =
4

3

∫
1(

2x+1√
3

)2
+ 1

dx

=
1

2
ln |x2 + x+ 1|+

√
3

3
arctg

(
2x+ 1√

3

)
.

55.
∫

1
x2−x+1dx
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56.
∫

2x+2
x2+x+4dx

57.
∫

4x+3
x2+x+3dx

Řešený př́ıklad:
∫

1
(1+x2)2 dx

K výpočtu použijeme následuj́ıćı trik (který je vhodné si zapamatovat), vyjdeme se znalosti
primitivńı funkce k arctgx a následně použijeme metodu per partes.

arctg(x) =

∫
1

1 + x2
dx =

∫
1.

1

1 + x2
dx =

x

1 + x2
+ 2

∫
x2

(1 + x2)2
dx

=
x

1 + x2
+ 2

∫
x2 + 1

(1 + x2)2
dx− 2

∫
1

(1 + x2)2
dx

=
x

1 + x2
+ 2

∫
1

1 + x2
dx− 2

∫
1

(1 + x2)2
dx

=
x

1 + x2
+ 2arctg(x)− 2

∫
1

(1 + x2)2
dx

Z rovnice vyjádř́ıme požadovaný integrál∫
1

(1 + x2)2
dx =

1

2

(
x

1 + x2
+ arctg(x)

)
.

58.
∫

1
(x2−x+1)2 dx

59.
∫

1
(x2+2x+3)2 dx

60.
∫

x2

(x2+2x+2)2 dx

1.5 Integrály typu
∫
R
(
x, n

√
ax+b
cx+d

)
dx

V integrálech tohoto typu pomůže substituce y = n

√
ax+b
cx+d .

Řešený př́ıklad:
∫

1
4
√
x+ 2

√
x
dx

∫
1

4
√
x+

√
x
dx =

∣∣∣∣∣∣
4
√
x = y
x = y4

dx = 4y3dy

∣∣∣∣∣∣ = 4

∫
y3

y + y2
dy = 4

∫
y2

1 + y
dy =

∣∣∣∣ y + 1 = z
dy = dz

∣∣∣∣
= 4

∫
(z − 1)2

z
dz = 4

∫
z − 2 +

1

z
dz = 2z2 − 8z + 4 ln |z|

= 2
√
x− 4 4

√
x+ 4 ln | 4

√
x+ 1|+ 6

Primitivńı funkci jsme našli na intervalu (0,+∞).

61.
∫

1
1+

√
x
dx

9



62.
∫ √

x+1
x2−

√
x
dx

63.
∫

1
(1+ 4

√
x)3

√
x
dx

64.
∫

1
6
√
x+1+ 3

√
x+1

dx

65.
∫

1√
x+ 3

√
x
dx

66.
∫ √

x

(1+ 3
√
x)

2 dx

67.
∫ 1+ 6

√
x

3
√
x− 4

√
x

4√
x3
dx

68.
∫ √

x+1
x−1dx

69.
∫
x
√

x+2
x−3dx

70.
∫

1
3
√

(x+1)2(x−1)4
dx

1.6 Integrály typu
∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx

Pro tento typ úlohy pomohou Eulerovy substituce

• a > 0:
√
ax2 + bx+ c = ±

√
ax+ t

• c > 0:
√
ax2 + bx+ c = xt±

√
c

• Má-li výraz pod odmocninou reálné kořeny, tj. existuj́ı α a β ∈ R tak, že ax2 + bx + c =
a(x− α)(x− β):

√
ax2 + bx+ c =

√
a(x− α)(x− β) = t(x− α).

Výrazným zjednodušeńım však může být převod na ”známé”integrály∫
1√

1− x2
dx = arcsin(x) na (−1, 1),∫

1√
1 + x2

dx = ln
∣∣∣x+

√
x2 + 1

∣∣∣ = argsinh(x) na R,∫
1√

x2 − 1
dx = ln

∣∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣∣ = sgn(x)argcosh(|x|) na (−∞,−1) a (1,+∞).

Řešený př́ıklad:
∫

1√
x2−2x+3

dx

∫
1√

x2 − 2x+ 3
dx =

∫
1√

(x− 1)2 + 2
dx =

1√
2

∫
1√

1
2 (x− 1)2 + 1

dx

=
1√
2

∫
1√(

x−1√
2

)2
+ 1

dx =

∣∣∣∣∣ x−1√
2

= y
1√
2
dx = dy

∣∣∣∣∣ =
∫

1√
y2 + 1

dy

= argsinh(y) = argsinh

(
x− 1√

2

)
Integrand je funkce spojitá na celém R, primitivńı funkci jsme tedy našli na R.
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71.
∫

1√
1−2x−x2

dx

72.
∫

1√
2x2−x+2

dx

73.
∫

x√
1−3x2−2x4

dx

74.
∫

x+1√
x2+x+1

dx

75.
∫ √

2 + x− x2dx

76.
∫

x2
√
1+x+x2

dx

77.
∫

x+x3
√
1+x2−x4

dx

Řešený př́ıklad:
∫

1√
x2+1−x

dx

∫
1√

x2 + 1− x
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
√
x2 + 1 = x+ t
x2 + 1 = x2 + 2tx+ t2

x = 1−t2

2t

dx = −t2−1
2t2 dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫

1

t

(−t2 − 1)

2t2
dt = −1

2

∫
1

t
dt− 1

2

∫
1

t3
dt

= −1

2
ln |t|+ 1

4
t−2 = −1

2
ln |
√
x2 + 1− x|+ 1

4

(√
x2 + 1− x

)−2

Primitivńı funkci jsme našli na celém R.

78.
∫

1
x+

√
x2+x+1

dx

79.
∫

1
1+

√
1−2x−x2

dx

80.
∫
x
√
x2 − 2x+ 2dx

1.7 Integrály typu
∫
R(sin x, cos x)dx

Připomeňme, že v tomto typu integrál̊u, tj. z racionálńı funkce dvou proměnných sin(x) a cos(x),
vždy pomůže substituce tg

(
x
2

)
= y, pro x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ) k ∈ Z.

Omeźıme se na základńı interval x ∈ (−π, π) a polož́ıme y = tg
(
x
2

)
,

y = tg
(x
2

)
⇒ y2 =

sin2
(
x
2

)
cos2

(
x
2

) =
1− cos2

(
x
2

)
cos2

(
x
2

) =
sin2

(
x
2

)
1− sin2

(
x
2

) ,
odtud

sin2
(x
2

)
=

y2

1 + y2
, cos2

(x
2

)
=

1

1 + y2
.

Jelikož cos
(
x
2

)
je na intervalu (−π, π) kladný, plat́ı vztah

cos
(x
2

)
=

1√
1 + y2

,

11



sin
(
x
2

)
má na tomto intervalu stejné znaménko jako tg

(
x
2

)
, plat́ı tedy

sin
(x
2

)
=

y√
1 + y2

.

Poznamenejme, že kdybychom se omezili např́ıklad na interval (π, 3π), dostali bychom pro cos
(
x
2

)
i sin

(
x
2

)
obdobné vztahy, ale se znaménkem minus. Výrazy sin(x) a cos(x) jsou však už v jed-

notném tvaru pro všechna x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ), jak se pozorný čtenář sám jistě přesvědč́ı.
Pro vyjádřeńı sin(x) a cos(x) použijeme vzorečky pro dvojnásobný úhel,

sin(x) = 2 sin
(x
2

)
cos
(x
2

)
= 2

y√
1 + y2

1√
1 + y2

=
2y

1 + y2

cos(x) = cos2
(x
2

)
− sin2

(x
2

)
=

1

1 + y2
− y2

1 + y2
=

1− y2

1 + y2
.

Zbývá dopoč́ıtat dx,

dy =
1

cos
(
x
2

) 1
2
dx =

y2 + 1

2
dx,

tedy

dx =
2

y2 + 1
dy.

Řešený př́ıklad:
∫ 1+sin(x)

1+cos(x)dx

Využijeme připravenou substituci,

1 + sin(x) = 1 +
2y

1 + y2
=

y2 + 2y + 1

1 + y2

1 + cos(x) = 1 +
1− y2

1 + y2
=

2

1 + y2

dx =
2

1 + y2
dy,

odtud

∫
1 + sin(x)

1 + cos(x)
dx =

∫
y2 + 2y + 1

1 + y2
dy =

∫
1dy +

∫
2y

1 + y2
dy = y + ln |1 + y2|

= tg
(x
2

)
+ ln |1 + tg2

(x
2

)
|.

Integrand je funkce spojitá na každém intervalu (−π + 2kπ, π + 2kπ) k ∈ Z, primitivńı funkci
jsme tedy našli na těchto intervalech.

Substituci tg
(
x
2

)
= y lze využ́ıt vždy, v závislosti na konkrétńı podobě integrandu lze využ́ıt

12



následuj́ıćı substituce, při jejichž použit́ı přejde integrand na racionálńı funkci s nižš́ımi mocni-
nami y, než v př́ıpadě univerzálńı substituce tg

(
x
2

)
= y.

R(− sin(x), cos(x)) = −R(sin(x), cos(x)) ⇒ cos(x) = y

R(sin(x),− cos(x)) = −R(sin(x), cos(x)) ⇒ sin(x) = y

R(− sin(x),− cos(x)) = R(sin(x), cos(x)) ⇒ tg(x) = y

V posledńı substituci tg(x) = y by se podobným zp̊usobem jako v př́ıpadě substituce tg
(
x
2

)
= y

odvodily následuj́ıćı vztahy (pro x ∈
(
−π

2 + kπ, π
2 + kπ

)
), sin2(x) = y2

1+y2 , cos2(x) = 1
1+y2 ,

dx = 1
1+y2 dy.

Řešený př́ıklad:
∫
cos2(x) sin3(x)dx

∫
cos2(x) sin3(x)dx =

∣∣∣∣ y = cos(x)
dy = − sin(x)dx

∣∣∣∣ = −
∫

y2(1− y2)dx =
y5

5
− y3

3
=

cos5(x)

5
− cos3(x)

3

Primitivńı funkci jsme našli na R.

81.
∫

1
sin(x)dx

82.
∫

1
cos(x)dx

83.
∫
cos5(x)dx

84.
∫

1
sin3(x)

dx

85.
∫
sin2(x) cos3(x)dx

86.
∫ sin3(x)

cos4(x)dx

87.
∫

1
sin(x) cos4(x)dx

88.
∫
sin6(x)dx

89.
∫ sin(x)

3+cos(x)dx

90.
∫

1
sin(x)+cos2(x)dx

91.
∫

1
(2+cos(x)) sin(x)dx

92.
∫ sin2(x)

1+sin2(x)
dx

93.
∫

1
1+tg(x)dx

94.
∫ 1+tg(x)

sin(2x) dx

95.
∫

1
2+3 cos2(x)dx

13



1.8 Daľśı př́ıklady k procvičeńı

96.
∫ (x2+1)2

x2
√
x

dx

97.
∫

1
(1+x)

√
x
dx

98.
∫

x
x6−1dx

99.
∫ sin(x)+cos(x)

3
√

sin(x)−cos(x)
dx

100.
∫

1
sin2(x)+cos(x)

dx

101.
∫

ex+1
(ex−1)(e2x−e2)dx

102.
∫

x2

(x2+1)2
dx

103.
∫
cos5(x)dx

104.
∫ √

x2 + 1dx

105.
∫

1√
x(1+ 3

√
x)
dx

106.
∫ 1+tg(x)

sin(2x) dx

107.
∫ cos3(x)

3
√

sin(x)
dx

108.
∫

x
x2+x+1dx

109.
∫

1√
3−5x2

dx

110.
∫

1
1+ex dx

111.
∫

ex

(ex+2)(e2x−1)dx

112.
∫

1
a2+x2 dx

113.
∫
sin2(x)dx

114.
∫

1

(5x−2)
5
2
dx

115.
∫ (2−x)2

2−x2 dx

116.
∫

3x+1
x2+x−2dx

117.
∫
x3(1− 5x2)10dx

118.
∫
x3e−x2

dx

119.
∫
ln(x+

√
x2 − 1)dx

120.
∫
x2 sin(2x)dx

14



121.
∫

1√
a2−x2

dx

122.
∫
tg2
(
x
2

)
dx

123.
∫

1
cos3(x)dx

124.
∫
sin4(x)dx

125.
∫

1√
x2+x+1

dx

126.
∫ (

1− 1
x2

)√
x
√
xdx

127.
∫ √

x4+x−4+2
x3 dx

128.
∫ √

x2+1−
√
x2−1√

x4−1
dx

129.
∫

2x+1−5x−1

10x dx

130.
∫ 5√1−2x+x2

1−x dx

131.
∫

1
coshxdx

132.
∫ sin(x)−cos(x)

cos(x)+sin(x)dx

133.
∫

x2

x2+x+1dx

134.
∫

1√
x( 3

√
x+ 4

√
x)
dx

135.
∫

1√
x2+2x+1

dx

136.
∫ √

x2 − x+ 1
4dx

137.
∫
cos3(x)dx

138.
∫ √

1−x√
1+x

dx

139.
∫ √

x4 + x3dx

140.
∫ ( ln(x)

x

)2
dx
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2 Určitý integrál a jeho aplikace

2.1 Základńı př́ıklady

Řešený př́ıklad:
∫ 2π

0
1

2+cos(x) dx

Z přednášky v́ıme, že na tento typ integrálu zabere substituce y = tg
(
x
2

)
, tato substituce lze

použ́ıt na intervalech (−π + kπ, π + kπ), integrál si tedy rozděĺıme na intervaly, kde lze tato

substituce použ́ıt. Již v́ıme, že při této substituci plat́ı vztahy cos(x) = 1−y2

1+y2 a dx = 2
y2+1dy.

2π∫
0

1

2 + cos(x)
dx =

π∫
0

1

2 + cos(x)
dx+

2π∫
π

1

2 + cos(x)
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y = tg

(
x
2

)
tg
(
2π
2

)
= tg(0) = 0

limx→π− tg
(
x
2

)
= +∞

limx→π+ tg
(
x
2

)
= −∞

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

2

+∞∫
0

1

3 + y2
dy + 2

0∫
−∞

1

3 + y2
dy =

2

3

+∞∫
−∞

1

1 +
(

y√
3

)2 dy =

∣∣∣∣ y√
3
= z

dy =
√
3dz

∣∣∣∣ =
2√
3

+∞∫
−∞

1

1 + z2
dz =

2√
3
[arctg(z)]

+∞
−∞ =

2√
3

(π
2
−
(
−π

2

))
=

2√
3
π

Řešený př́ıklad:
∫ 3

1
x

⌊x⌋ dx

Problematickým prvkem je v tomto př́ıkladu dolńı celá část, s t́ımto problémem se vypořádáme
vyjádřeńım této funkce na d́ılč́ıch intervalech.

3∫
1

x

⌊x⌋
dx =

2∫
1

x

⌊x⌋
dx+

3∫
2

x

⌊x⌋
dx =

2∫
1

x dx+

3∫
2

x

2
dx =

[
x2

2

]2
1

+
1

2

[
x2

2

]3
2

=
3

2
+

5

4
=

11

4

1.
∫ 8

−1
3
√
x dx

2.
∫ π

0
sin(x) dx

3.
∫ π

0
1

1+sin(x) dx

4.
∫√

3

1
1

1+x2 dx

5.
∫ −1

−2
1
x dx

6.
∫ 4

0
|2− x| dx

7.
∫ ln 2

0
xe−x dx

8.
∫ π

0
x sin(x) dx

9.
∫ 2π

0
x2 cos(x) dx
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10.
∫ 1

0
arccos(x) dx

11.
∫√

3

0
xarctg(x) dx

12.
∫ e

e−1 | ln(x)|dx

13.
∫ 1

−1
x√

5−4x
dx

14.
∫ √

3
2

0
x5

√
1−x2

dx

15.
∫ ln 2

0

√
ex − 1 dx

16.
∫ 1

0

arcsin(
√
x)√

x(1−x)
dx

17.
∫ 1

0
x(2− x2)12 dx

18.
∫ 1

−1
x

x2+x+1 dx

19.
∫ 1

0
ln(x) dx

20.
∫ +∞
−∞

1
1+x2 dx

21.
∫ 1

−1
1√

1−x2
dx

22.
∫ +∞
0

1
1+x3 dx

23.
∫ +∞
0

arctg(x)

(1+x2)
3
2
dx

24.
∫ 3

0
sgn(x− x3) dx

25. In =
∫ π

2

0
sinn(x) dx

2.2 Výpočet obsahu rovinných ploch

Vypočtěte obsahy následuj́ıćıch rovinných ploch vymezených následuj́ıćımi křivkami

26. y = 2x− x2, x+ y = 0

27. y = | log(x)|, y = 0, x = 10, x = 0, 1

28. y = 2x, y = 2, x = 0

29. y = 1
x , y = 1

x2 , x = 2

30. y2 = 2x+ 1, x− y − 1 = 0

31. x2

4 + y2

9 = 1

32. y2 = x2(1− x2)

33. y = 1
1+x2 , y = 0

34. y = x, y = x+ sin2(x) (0 ≤ x ≤ π)

35. y2 = x3

2−x (0 ≤ x ≤ 2) (Náhrada za p̊uvodńı y = e−x| sin(x)|, y = 0 (x ≥ 0) - moc těžké)
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2.3 Integrál jako limita posloupnosti

Řešený př́ıklad: lim
n→+∞

(
1

n+1 + 1
n+2 + . . .+ 1

n+n

)
.

V prvńım kroku součet zaṕı̌seme pomoćı sumy.

lim
n→+∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

n+ n

)
= lim

n→+∞

n∑
k=1

1

n+ k
= lim

n→+∞

n∑
k=1

1

n
(
1 + k

n

) =

lim
n→+∞

n∑
k=1

1

1 + k
n

1

n
= lim

n→+∞

n∑
k=1

f(ξk)∆k

Při posloupnosti rozděleńı σn = { 0
n ,

1
n , . . . ,

n
n} a volbě ξk = xk = k

n se jedná o integrálńı součet
funkce f(x) = 1

1+x . Limitńım přechodem dostáváme integrál

lim
n→+∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

n+ n

)
=

1∫
0

1

1 + x
dx = [ln(1 + x)]

2
0 = ln(2).

36. lim
n→+∞

(
n

n2+12 + n
n2+22 + . . .+ n

n2+n2

)
37. lim

n→+∞
1
n

(√
n+1
n +

√
n+2
n + . . .+

√
n+n
n

)
38. lim

n→+∞
1p+2p+...+np

np+1 (p > 0)

39. lim
n→+∞

(
13

n4 + 23

n4 + 33

n4 + . . .+ (4n)3

n4

) (
modifikace: lim

n→+∞

(
13

n4 + 23

n4 + 33

n4 + . . .+ (4n−1)3

n4

))
40. lim

n→+∞
1
n

(
sin π

n + sin 2π
n + . . .+ sin (n−1)π

n

)
41. lim

n→+∞

n
√

(n+1)(n+2)...(2n)

n

42. lim
n→+∞

(
2

1
n

n+1 + 2
2
n

n+ 1
2

+ . . .+ 2
n
n

n+ 1
n

)
(nápověda: limita sevřené posloupnosti)

2.4 Integrál jako funkce horńı meze

Necht’ f je integrovatelná na intervalu ⟨a, b⟩ . Funkce F : ⟨a, b⟩ → R definovaná předpisem F (x) =∫ x

a
f je spojitá na ⟨a, b⟩ . Je-li funkce f spojitá v bodě x0 ∈ ⟨a, b⟩ , je funkce F diferencovatelná

v bodě x0 a plat́ı F ′(x0) = f(x0).

Př́ıklad: d
dxF (x) = d

dx

∫ x

0
sin(t) dt = sin(x)

Modifikujme nyńı př́ıklad do podoby d
dx

∫ x2

0
sin(t) dt =?

Výraz
∫ x2

0
sin(t) dt odpov́ıdá výrazu F (x2). Obecně (pokud existuje derivace g):

d

dx
F (g(x)) = (F (g(x)))′ = F ′(g(x))g′(x) = f(g(x))g′(x),
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v našem př́ıpadě tedy

d

dx

x2∫
0

sin(t) dt = sin(x2)2x.

43. d
dx

∫ x

0
arctg(t) dt

44. d
dx

∫ x3

0
(1− t) dt

45. d
dx

∫ 0

− sin(x)
(1 + t2) dt

46. d
dx

∫ tg(x)

2
1

1+t2 dt

47. d
dx

∫ cos(x)

sin(x)
cos(πt2) dt

48. lim
x→0

∫ x
0

cos(t2) dt

x

49. lim
x→+∞

∫ x
0

arctg2(t) dt√
x2+1

50. lim
x→0+

∫ sin(x)
0

√
tg(t) dt∫ tg(x)

0

√
sin(t) dt

2.5 Délka grafu funkce

Necht’ funkce f má spojitou derivaci na intervalu ⟨a, b⟩ , pak délka L grafu funkce y = f(x),
x ∈ ⟨a, b⟩ , je rovna

L =

b∫
a

√
1 + f ′2(x) dx.

Vypočtěte délku grafu následuj́ıćıch křivek v R2

51. y =
√
x (0 ≤ x ≤ 1)

52. y = x2 + 2x+ 3 (0 ≤ x ≤ 1)

53. y = ln(x) (
√
3 ≤ x ≤

√
8)

54. y2 = 2x (0 ≤ x ≤ x0)

55. y = cosh(x) (0 ≤ x ≤ x0)

56. x
2
3 + y

2
3 = 1 (asteroida)

57. x2 + y2 = R2 (kružnice s poloměrem R)
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2.6 Výpočet objemu těles

Necht’ f je funkce spojitá na intervalu ⟨a, b⟩ , pak objem rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı
grafu funkce f kolem osy x, je

V = π

b∫
a

f2(x) dx.

Vypočtěte objemy těles ohraničených plochami, které vzniknou rotaćı následuj́ıćıch křivek
kolem osy x.

58. y =
√
x (0 ≤ x ≤ 1)

59. y = 1
1+x2 , y = 0 (−1 ≤ x ≤ 1)

60. y = e−x, y = 0 (0 ≤ x ≤ +∞)

61. y = cos(x), y = 2 cos(x)
(
−π

2 ≤ x ≤ π
2

)
62. x2 − xy + y2 = 1

63. y = ex − 1, y = 2, x = 0

64. x2

9 + y2

4 = 1

2.7 Výpočet povrchu rotačńıch ploch

Necht’ funkce f má spojitou derivace f ′ na intervalu ⟨a, b⟩ , pak plášt’ tělesa vzniklého rotaćı grafu
funkce je

P = 2π

b∫
a

f(x)

√
1 + f ′2(x) dx.

Vypočtěte povrchy ploch vzniklých rotaćı následuj́ıćıch křivek podle osy x.

65. y = tg(x)
(
0 ≤ x ≤ π

4

)
66. y = 1

x (1 ≤ x ≤ 2)

67. y = cos
(
πx
2

)
(−1 ≤ x ≤ 1)

68. y2 = 2x (0 ≤ x ≤ x0)

69. x2

9 + y2

4 = 1

70. y = cosh(x) (−1 ≤ x ≤ 1)
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3 Konvergence řad

3.1 Řady s kladnými členy

Řešený př́ıklad:
+∞∑
n=1

n2

(2+ 1
n )

n

Nutná podmı́nka konvergence je zjevně splněna (exponenciála ve jmenovateli roste rychleji než
libovolný polynom), vzhledem k n-té mocnině ve jmenovateli se nab́ıźı Cauchyho kritérium -
zkuśıme tedy jeho limitńı tvar.

lim
n→+∞

n
√
an = lim

n→∞

n
√
n2

2 + 1
n

= lim
n→+∞

e
2 ln(n)

n

2 + 1
n

=
e0

2
=

1

2
< 1

Podle Cauchyho kritéria tedy řada konverguje.

1.
+∞∑
n=1

2n

n!

2.
+∞∑
n=1

n!
nn

3.
+∞∑
n=1

2nn!
nn

4.
+∞∑
n=1

3nn!
nn

5.
+∞∑
n=1

enn!
nn

6.
+∞∑
n=1

(n!)2

2n2

7.
+∞∑
n=1

(
n2+1
n2+3

)n3

8.
+∞∑
n=1

cos(nπ
3 )

2n

9.
+∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n
10.

+∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

Řešený př́ıklad:
+∞∑
n=1

2+(−1)n

2n

Pokud by v čitateli chyběl člen (−1)n, př́ıklad by byl velice jednoduchý (jedná se o geometrickou
řadu, kterou dokonce umı́me seč́ıst). Této skutečnosti se pokuśıme využ́ıt - aplikujeme srovnávaćı
kritérium:
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2 + (−1)n

2n
≤ 3

2n
,

přičemž řada
+∞∑
n=1

3
2n konverguje (a to k č́ıslu 3( 1

1−0,5 − 1) = 3). Řadu jsme tedy shora odhadli

konvergentńı řadou
+∞∑
n=1

3
2n , p̊uvodńı řada tedy rovněž konverguje.

Řešený př́ıklad:
+∞∑
n=1

2n

3n−n3

Opět tuš́ıme, že řada bude konvergovat (člen n3 ve jmenovateli roste oproti 3n pomalu), nemůžeme
však použ́ıt odhad řadou

(
2
3

)n
- to je spodńı odhad, pro d̊ukaz konvergence bychom potřebovali

odhad horńı. Použijeme tedy limitńı srovnávaćı kritérium a ke srovnáńı použijeme zmı́něnou
řadu.

L = lim
n→+∞

2n

3n−n3

2n

3n

= lim
n→+∞

3n

3n − n3
= lim

n→+∞

1

1− n3

3n

= 1

Podle limitńıho srovnávaćıho kritéria maj́ı tyto dvě řady stejný charakter, jelikož řada
+∞∑
n=1

2n

3n

konverguje (geometrická řada), konverguje i řada p̊uvodńı.

11.
+∞∑
n=1

(
1+cos(n)
2+cos(n)

)2n−ln(n)

12.
+∞∑
n=1

n3(
√
2+(−1)n)n

3n

13.
+∞∑
n=1

n√
n10

2n+4n

14.
+∞∑
n=1

3n

2n+n2

15.
+∞∑
n=1

n sin2(n)
n3+2

16.
+∞∑
n=1

1
n2 ln(n)

17.
+∞∑
n=1

√
n+1−

√
n√

n

18.
+∞∑
n=1

√
n+2−

√
n−2

nα

Řešený př́ıklad:
+∞∑
n=1

( n
√
e− 1)

Nutná podmı́nka konvergence je splněna, limita sumandu je rovna nule. Nedává smysl sumu
rozdělit na dvě - dostaneme dvě divergentńı řady, jejichž rozd́ıl nám nic neřekne. Využijeme
limitńı srovnávaćı kritérium, výraz se chová jako výraz 1

n , což vyplývá z referenčńı limity
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limx→0
ex−1
x = 1. Referenčńı limity obecně budou mocným nástrojem při vyšetřováńı konver-

gence řad.

L = lim
n→+∞

( n
√
e− 1)
1
n

= lim
n→+∞

(
e

ln(e)
n − 1

)
1
n

= lim
n→+∞

(
e

1
n − 1

)
1
n

= 1

Původńı řada má tedy z limitńıho srovnávaćıho kritéria stejný charakter jako řada
+∞∑
n=1

1
n , o které

v́ıme, že diverguje, p̊uvodńı řada tedy rovněž diverguje.

19.
+∞∑
n=1

( n
√
e− 1)

2

20.
+∞∑
n=1

(
n
√
2− 1

)
21.

+∞∑
n=1

(
n
√
2− 1

)n
22.

+∞∑
n=1

ln
(
1 + 1

n

)
23.

+∞∑
n=1

ln
(
1 + 1

n2

)
24.

+∞∑
n=1

n sin
(
1
n

)
25.

+∞∑
n=1

sin
(

1
n2

)
26.

+∞∑
n=1

cos
(

1
n2

)
27.

+∞∑
n=1

ln(1+ 1
n )√

n

28.
+∞∑
n=1

4.7...(3n+1)
2.6...(4n−2)

29.
+∞∑
n=1

sin
(
1
n

)
( n
√
n− 1)

30.
+∞∑
n=1

nn+ 1
n

(n+ 1
n )

n

31.
+∞∑
n=1

nn−1

(2n2+n+1)
n+1
2

32.
+∞∑
n=1

(
n

1
n2−1 − 1

)
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33.
+∞∑
n=1

n2e−
√
n

34.
+∞∑
n=1

2n sin
(

1
3n

)
35.

+∞∑
n=1

3
√
n+1− 3

√
n√

n

36.
+∞∑
n=3

1
(ln(n))ln(n)

37.
+∞∑
n=1

1
np sin

(
π
n

)
(p ∈ R)

38.
+∞∑
n=1

(
√
n+ 1−

√
n)p ln

(
n−1
n+1

)
(p ∈ R)

39.
+∞∑
n=1

ln
(
1+ 1√

n

)
sinα( 1

n )
(α ∈ R)

40.
+∞∑
n=1

( n
√
e− 1)

α
nβ (α, β ∈ R)

3.2 Řady s obecnými členy

Řešený př́ıklad:
+∞∑
n=1

n−1
n+1

(−1)n

100
√
n

Nejdř́ıve ze všeho se zaměř́ıme na absolutńı konvergenci, tedy na zkoumáńı řady
+∞∑
n=1

n−1
n+1

1
100
√
n
.

Je vidět, že řada má stejný charakter jako řada
+∞∑
n=1

1
100
√
n
, což by se formálně ukázalo limitńım

srovnávaćım kritériem. Řada
+∞∑
n=1

1
100
√
n

=
+∞∑
n=1

1

n
1

100
diverguje, tud́ıž p̊uvodńı řada nekonverguje

absolutně. Vyšetř́ıme tedy neabsolutńı konvergenci, jedná se o řadu se stř́ıdavými znaménky,
takže by bylo lákavé použ́ıt Leibnizovo kritérium, výraz n−1

n+1
1

100
√
n
má za limitu nulu, ale neza-

pomı́nejme na d̊uležitý předpoklad Leibnizova kritéria a to, že tato posloupnost má být (alespoň
od nějakého n0) klesaj́ıćı. Ověřeńı tohoto kritéria by bylo značně technické, proto zkuśıme jiné
kritérium, a to konkrétně Abelovo. Označ́ıme an = n−1

n+1 a bn = (−1)n 1
100
√
n
. Podle předpoklad̊u

Abelova kritéria muśı být řada
+∞∑
n=1

bn konvergentńı. Tato řada skutečně konvergentńı je, a to

podle Leibnizova kritéria - řada se stř́ıdavými znaménky a posloupnost 1
100
√
n
je zjevně monotonńı

s limitou v nule. Dále muśı být splněno, že an = n−1
n+1 je monotonńı a konvergentńı posloupnost.

Konvergentńı zjevně je s limitou rovnou jedné a monotonii snadno ukážeme, konkrétně ukážeme,
že posloupnost je ostře rostoućı:

n− 1

n+ 1
<

n

n+ 2
⇔ n2 + n− 2 < n2 + n ⇔ −2 < 0.

Původńı řada tedy konverguje neabsolutně podle Abelova kritéria.
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Řešený př́ıklad:
+∞∑
n=1

(−1)
n(n−1)

2 sin
(
1
n

)
Nejprve vyřeš́ıme absolutńı konvergenci, řada

+∞∑
n=1

sin
(
1
n

)
je řada s kladnými členy, ze znalosti referenčńı limity tuš́ıme, že řada se chová jako řada

+∞∑
n=1

1
n ,

formálně z limitńıho srovnávaćıho kritéria,

L = lim
n→+∞

sin
(
1
n

)
1
n

= 1.

Řada
+∞∑
n=1

1
n diverguje a tedy p̊uvodńı řada nekonverguje absolutně. Udělejme si nyńı představu,

jak se chová člen (−1)
n(n−1)

2 , postupným dosazováńım zjist́ıme, že znaménka se zde stř́ıdaj́ı
takto (+,−,−,+,+,−,−,+,+,−,−, . . .), tedy vždy dvě kladná a následně dvě záporná. Neabso-

lutńı konvergenci zkuśıme dokázat pomoćı Dirichletova kritéria. O posloupnosti bn = (−1)
n(n−1)

2

ukážeme, že má omezenou posloupnost částečných součt̊u, tj.

(∃K ∈ R)(∀n ∈ N)

(∣∣∣∣∣
n∑

k=1

bk

∣∣∣∣∣ ≤ K

)
.

Řekli jsme, že se jedná o posloupnost jedniček a minus jedniček, přičemž znaménko se měńı
vždy po dvou členech, součet libovolných n člen̊u tedy nepřesáhne hodnotu 2. Stač́ı tedy ukázat,
že posloupnost an = sin

(
1
n

)
je monotonńı s limitou v nule. Konvergence k nule jistě plat́ı a

ze znalosti pr̊uběhu funkce sin(x) (ta je na intervalu (0, 1⟩ ostře rostoućı, tedy sin
(
1
x

)
je ostře

klesaj́ıćı na ⟨1,+∞)) je zaručena i monotonie. Původńı řada tedy konverguje neabsolutně podle
Dirichletova kritéria.

41.
+∞∑
n=2

(−1)n

ln(n)

42.
+∞∑
n=1

(−1)n

n2√
n

43.
+∞∑
n=1

(−1)
n(n−1)

2

2n

44.
+∞∑
n=1

(−1)(
n
2)

ln(n+1)

45.
+∞∑
n=2

(−1)n n
√
n

ln(n)

46.
+∞∑
n=1

e−n sin(n)

47.
+∞∑
n=1

(−1)n n
n+1 sin

1
n

48.
+∞∑
n=1

(−1)n n
n2+1 cos

1
n

49.
+∞∑
n=1

(−1)n
(

2n+100
3n+1

)n
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50.
+∞∑
n=1

sin(n2)

51.
+∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n+100

52.
+∞∑
n=1

(−1)n(2n+1)
n2+n+1

53.
+∞∑
n=1

(−1)n sin2(n)
n

54.
+∞∑
n=1

(−1)n ln
(
1 + 1

nα

)
(α ∈ R)

55.
+∞∑
n=1

(−1)n
(
1− cos

(
1
n

))
56.

+∞∑
n=2

sin(n)
ln(n)

57.
+∞∑
n=1

cos(n)
np (p ∈ R)

58.
+∞∑
n=1

(−1)n
n
√
n−1
nα (α ∈ R)

59.
+∞∑
n=1

ln(1+nα)
nβ (α, β ∈ R)

60.
+∞∑
n=1

1
(−1)n+1n+1 (Uzávorkováńı)
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4 Taylor̊uv polynom a mocninné řady

Tn(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

nazýváme n-tým Taylorovým polynomem funkce f v bodě a.

Taylorovy polynomy d̊uležitých funkćı v bodě a = 0 :

ex =

n∑
k=0

xk

k!
+Rn(x)

sin(x) =

n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 +R2n+1(x)

cos(x) =

n∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k +R2n(x)

ln(1 + x) =

n∑
k=1

(−1)k−1

k
xk +Rn(x)

(1 + x)α =

n∑
k=0

(
α

k

)
xk +Rn(x)

Poznamenejme, že výraz
(
α
k

)
definujeme pro libovolné α ∈ R jako

(
α
k

)
= α(α−1)...(α−k+1)

k! pro

k ∈ N a
(
α
k

)
= 1 pro k = 0.

Řešený př́ıklad: Nalezněte n-tý Taylor̊uv polynom funkce f(x) = 1
e2−3x .

1

e2−3x
= e3x−2 =

1

e2
e3x =

1

e2

n∑
k=0

(3x)k

k!
+ (3x)nω(3x) =

1

e2

n∑
k=0

3kxk

k!
+ xnω(x)

n-tý Taylor̊uv polynom má tedy tvar

Tn(x) =
1

e2

n∑
k=0

3kxk

k!
.

Řešený př́ıklad: Nalezněte n-tý Taylor̊uv polynom funkce f(x) = arccos(x). Využijeme věty
dávaj́ıćı do souvislosti Taylor̊uv polynom funkce a Taylor̊uv polynom jej́ı derivace

(Tn,f,a(x))
′
= Tn−1,f ′,a(x).

Derivace funkce f(x) = arccos(x) je f ′(x) = − 1√
1−x2

, k této funkci tedy najdeme Taylor̊uv

polynom.

− 1√
1− x2

= −(1− x2)−
1
2 = −

n∑
k=0

(
− 1

2

k

)
(−1)kx2k + x2nω(x)

Pro p̊uvodńı funkci tedy bude platit,
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arccos(x) = c−
n∑

k=0

(
− 1

2

k

)
(−1)k

2k + 1
x2k+1 + x2n+1ω(x).

Konstantu c dopoč́ıtáme dosazeńım nuly do obou stran rovnice: arccos(0) = π
2 = c. Zat́ım jsme

však nenašli n-tý Taylor̊uv polynom, ale T2n+1, n-tý Taylor̊uv polynom bude mı́t tvar

Tn(x) =
π

2
−

⌊n−1
2 ⌋∑

k=0

(
− 1

2

k

)
(−1)k

2k + 1
x2k+1.

Poznamenejme, že pro k ̸= 0 plat́ı rovnost
(− 1

2
k

)
= (−1)k (2k−1)!!

2k!! , pro k = 0 plat́ı
(− 1

2
k

)
= 1

výsledek tedy lze ještě upravit do tvaru

Tn(x) =
π

2
− x−

⌊n−1
2 ⌋∑

k=1

(2k − 1)!!

2k!!

x2k+1

2k + 1
.

Řešený př́ıklad: Nalezněte 4. Taylor̊uv polynom funkce f(x) = sin(2 ln(1 + x)).
Zajisté bychom mohli spoč́ıtat Taylor̊uv polynom př́ımo z definice, je však vidět, že se v př́ıkladu
vyskytuj́ı funkce, jejichž rozvoj dobře známe (sin(x), ln(1 + x)). Využijeme tedy těchto rozvoj̊u
- rozv́ıj́ıme do čtvrtého stupně:

sin(x) = x− x3

3!
+ x4ω1(x)

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ x4ω2(x)

2 ln(1 + x) = 2x− x2 +
2x3

3
− x4

2
+ x4ω3(x)

Poznamenejme, že na posledńım řádku jsme nezapomněli vynásobit zbytek v Peanově tvaru
dvojkou, ale dvojku jsme ”vtáhli”do zbytku. Nyńı tedy stač́ı složit prvńı a třet́ı polynom, hledáme
4. Taylor̊uv polynom, takže nás budou zaj́ımat pouze členy s maximálně čtvrtou mocninou x,
ostatńı členy se ”schovaj́ı”do zbytku.

sin(2 ln(1 + x)) =

(
2x− x2 +

2x3

3
− x4

2
+ x4ω3(x)

)
− 1

3!

(
2x− x2 +

2x3

3
− x4

2
+ x4ω3(x)

)3

+

(
2x− x2 +

2x3

3
− x4

2
+ x4ω3(x)

)4

ω1

(
2x− x2 +

2x3

3
− x4

2
+ x4ω3(x)

)
= 2x− x2 +

2x3

3
− x4

2
− 1

3!

(
(2x)3 + 3(2x)2(−x2) + . . .

)
+ x4ω5(x)

= 2x− x2 +
2x3

3
− x4

2
− 4

3
x3 + 2x4 + x4ω6(x) = 2x− x2 − 2

3
x3 +

3

2
x4 + x4ω5(x)

Hledaný polynom je tedy 2x− x2 − 2
3x

3 + 3
2x

4.

4.1 Př́ıklady k procvičeńı

Poznámka: Některé funkce je třeba spojitě dodefinovat v bodě a.
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1. Určete 3. Taylor̊uv polynom v bodě a = 2 funkce

f(x) =
x

x− 1

2. Určete 3. Taylor̊uv polynom v bodě a = 1 funkce

f(x) = xx − 1

3. Určete 3. Taylor̊uv polynom v bodě a = 1 funkce

f(x) = ln

(
1√
x

)
4. Určete 2. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) =
x

ex − 1

5. Určete 6. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = ln

(
sin(x)

x

)
6. Určete 7. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = sin(x) cos(2x)

7. Určete 4. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) =
1 + x+ x2

1− x+ x2

8. Určete 2. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = cosh(x)

9. Určete 5. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = e2x−x2

10. Určete 4. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = esin(x)

11. Určete 6. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = ln(cos(x))

12. Určete 4. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = ln (1 + ex)
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13. Určete 13. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = 3
√
sin(x3)

14. Určete n-tý Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = ln

(
2 +

3

5
x

)
15. Určete n-tý Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = arctg(x)

16. Určete n-tý Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = arccotg(x)

17. Určete n-tý Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = 1 + ln(x+
√

x2 + 1)

4.2 Výpočet limit pomoćı Taylorova polynomu

Řešený př́ıklad: limx→0

(
1
x − 1

sin(x)

)
lim
x→0

(
1

x
− 1

sin(x)

)
= lim

x→0

(
sin(x)− x

x sin(x)

)
= lim

x→0

(
x− x3

3! + x3ω(x)− x

x sin(x)

)
=

lim
x→0

− x2

6 sin(x)
+

x2ω(x)

sin(x)
= lim

x→0
− x

sin(x)

x

6
+ xω(x)

x

sin(x)
= lim

x→0
−x

6
.1 + xω(x).1 = 0

18. limx→0
tg(x)−sin(x)

x3+x4

19. limx→0
cos(x)−e−

x2

2

x4

20. limx→0
ex sin(x)−x(1+x)

x3

21. limx→0
1
x

(
1
x − cotg(x)

)
22. limx→+∞

(
x− x2 ln

(
1 + 1

x

))
23. limx→0

sinh(tg(x))−x
x3

24. limx→+∞
(

6
√
x6 + x5 − 6

√
x6 − x5

)
25. limx→0

1−(cos(x))sin(x)

x3
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4.3 Přibližný výpočet funkčńı hodnoty

Řešený př́ıklad: Vypoč́ıtejte přibližnou hodnotu výrazu sin (36◦)
Nejprve převedeme stupně na radiány 36◦ = π

5 , zaj́ımá nás tedy výraz sin
(
π
5

)
. Využijeme známý

rozvoj funkce sinus a Lagrange̊uv tvar zbytku:

sin(x) =

n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 +

(−1)n+1 cos(ξ)

(2n+ 3)!
x2n+3.

Hledáme tedy takové n, pro které bude absolutńı hodnota zbytku menš́ı než námi zadaná tole-
rovaná chyba - pro tento př́ıklad zvolme přesnost 10−4. Hodnota x je v našem př́ıpadě rovna π

5
a č́ıslo ξ je tedy z intervalu

〈
0, π

5

〉
. Nejprve učińıme horńı odhad.∣∣∣∣ (−1)n+1 cos(ξ)

(2n+ 3)!
x2n+3

∣∣∣∣ = | cos(ξ)|
(2n+ 3)!

(π
5

)2n+3

≤ 1

(2n+ 3)!

(π
5

)2n+3

≤ 1

(2n+ 3)!

V prvńı nerovnosti jsme odhadli absolutńı hodnotu funkce kosinus jedničkou a v druhé nerovnosti
jsme trochu hrubě odhadli shora č́ıslo π hodnotou 5. Z tohoto odhadu už bude možné vyřešit od
které hodnoty n plat́ı nerovnost

1

(2n+ 3)!
< 10−4,

tedy
104 = 10000 < (2n+ 3)!

Tato nerovnost je splněna už pro n = 3 (pro n = 2 dostáváme 7! = 5040). Poznamenejme ještě,
že funkci sin(x) jsme si na začátku vyjádřili jako součet (2n+ 1)-tého Taylorova polynomu plus
zbytku, k dosažeńı dané přesnosti stač́ı tedy aproximace sedmým Taylorovým polynomem:

sin(x)
.
= x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!

Za x ted’ stač́ı dosadit požadovanou hodnotu π
5 . Pokud bychom chtěli znát desetinný rozvoj to-

hoto č́ısla, naraźıme na problém, že č́ıslo π je iracionálńı a ve výpočtech vždy můžeme pracovat
pouze s jeho aproximaćı. Budeme-li předpokládat, že pracujeme s ”dostatečně přesnou”aproximaćı
č́ısla π, dostaneme desetinný rozvoj sin

(
π
5

) .
= 0, 5877.

S přesnost́ı 10−4 (nebo vyšš́ı dle vlastńıho uvážeńı) spoč́ıtejte hodnotu následuj́ıćıch výraz̊u:

26. e

27.
√
5

28. 3
√
30

29. 5
√
250

30.
√
e

31. ln (1, 05)

32. sin
(
π
4

)
33. cos (18◦)
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34. (1, 1)1,2

Odhadněte absolutńı chybu v následuj́ıćıch přibližných vztaźıch:

35. ex = 1 + x+ x2

2! +
x3

3! 0 ≤ x ≤ 1

36. cos(x) = 1− x2

2 |x| ≤ 1
2

37.
√
1 + x = 1 + x

2 − x2

8 0 ≤ x ≤ 1

38. 3
√
1 + x = 1 + x

3 − x2

9 0 ≤ x ≤ 1

Pro jaká x je absolutńı hodnota chyby přibližného vyjádřeńı následuj́ıćıch funkćı menš́ı než 10−4

39. sin(x)
.
= x− x3

6

40. ln(1 + x)
.
= x− x2

2

4.4 Mocninné řady

K mocninné řadě
∑+∞

n=1 an(x− a)n existuje ρ ∈ R, ρ ≥ 0 takové, že pokud |x− a| < ρ, pak řada
konverguje absolutně, naopak je-li |x− a| > ρ, pak řada diverguje. Č́ıslo ρ nazýváme poloměrem
konvergence mocninné řady a plat́ı vztah

ρ =
1

limsup n
√
|an|

,

přičemž klademe ρ = 0, pokud limes superior je rovno +∞ a ρ = +∞, pokud limes superior je
rovno 0.

Při výpočtu se může hodit Cauchyho vzoreček pro limitu kladných posloupnost́ı

lim
n→+∞

n
√
an = lim

n→+∞

an+1

an
,

pokud limita na pravé straně existuje.

Poznamenejme ještě, že při zkoumáńı konvergence mocninné řady v krajńıch bodech oboru kon-
vergence nepomůže Cauchyho ani d’Alambertovo kritérium v limitńım tvaru.

Řešený př́ıklad: Vyšetřete obor konvergence mocninné řady
∑+∞

n=1
(3x+1)n

n22n .
Nejprve řadu uprav́ıme do tvaru

+∞∑
n=1

(3x+ 1)n

n22n
=

+∞∑
n=1

3n
(
x+ 1

3

)n
n22n

,

odtud vid́ıme, že střed je v bodě a = − 1
3 , dále spoč́ıtáme poloměr konvergence ρ.

limsup n
√
|an| = limsup

n

√
3n

n22n
=

3

2

Poloměr konvergence je ρ = 2
3 , v́ıme tedy, že řada konverguje pro x ∈

(
−1, 1

3

)
, zbývá vyšetřit

krajńı body. Pro x = −1 dostáváme řadu
∑+∞

n=1
(−1)n

n2 , tato řada konverguje podle Leibnizova

kritéria. Pro x = 1
3 máme řadu

∑+∞
n=1

1
n2 , která rovněž konverguje, výsledný obor konvergence je

tedy
〈
−1, 1

3

〉
.

Vyšetřete obor konvergence mocninné řady:
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41.
∑+∞

n=1
ln(n)
n xn

42.
∑+∞

n=1
1

n5n (x− 3)n

43.
∑+∞

n=1
(x−1)n

nn

44.
∑+∞

n=1
3n+(−2)n

n5n (x+ 1)n

45.
∑+∞

n=1
(2x+4)n

4nn

46.
∑+∞

n=1
(nx)n

n!

47.
∑+∞

n=1

(
x

sin(n)

)n
48.

∑+∞
n=1

(n!)2

(2n)!x
n

49.
∑+∞

n=1

(
1 + 1

n

)n2

xn

50.
∑+∞

n=1
(−1)n

n!

(
n
e

)n
xn

4.5 Rozvoj funkce do mocninné řady

Vyjádřeńı reálné funkce reálné proměnné jako řady

f(x) =

+∞∑
n=0

an(x− a)n ∀x ∈ J

nazýváme rozvojem funkce do mocninné řady se středem v bodě a ∈ Df , kde interval J je
takový, že a ∈ J o (je z vnitřku intervalu) a J ⊂ Df . Jako J zpravidla uvažujeme největš́ı
interval s touto vlastnost́ı.

Rozvoje známých funkćı

ex =

+∞∑
k=0

xk

k!
∀x ∈ R

sin(x) =

+∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 ∀x ∈ R

cos(x) =

+∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k ∀x ∈ R

ln(1 + x) =

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
xk ∀x ∈ (−1, 1⟩

(1 + x)α =

+∞∑
k=0

(
α

k

)
xk ∀x ∈ (−1, 1)

Řešený př́ıklad: Rozviňte do mocninné řady v bodě a = 0 funkci f(x) = arctg
(

2−2x
1+4x

)
.

Začneme určeńım definičńıho oboru, x ̸= − 1
4 . Dle zavedeńı rozvoje funkce do mocninné řady,

33



hledáme tento rozvoj vždy na intervalu, který je podmnožinou definičńıho oboru, takového, že
a ∈ J o. V našem př́ıpadě budeme tedy hledat rozvoj nejvýše na intervalu

(
− 1

4 ,+∞
)
(tedy

nikoliv na R∖ {− 1
4}). Dále budeme pokračovat pomoćı derivace funkce.

f ′(x) =
1

1 +
(

2−2x
1+4x

)2 −2(1 + 4x)− 4(2− 2x)

(1 + 4x)2
=

−10

5 + 20x2
=

−2

1 + 4x2

= −2
(
1 + 4x2

)−1
= −2

+∞∑
n=0

(
−1

n

)
4nx2n = −2

+∞∑
n=0

(−1)n4nx2n

Tento rozvoj by platil na
(
− 1

2 ,
1
2

)
- tento interval bychom dostali řešeńım nerovnosti −1 <

4x2 < 1, nesmı́me však zapomenout na nedefinovanost p̊uvodńı funkce, a tedy i nedefinovanost
jej́ı derivace v bode x = − 1

4 , rozvoj tedy plat́ı na intervalu
(
− 1

4 ,
1
2

)
. Rozvoj p̊uvodńı funkce

dostaneme zintegrováńım.

f(x) = arctg

(
2− 2x

1 + 4x

)
= −2

+∞∑
n=0

(−4)n

2n+ 1
x2n+1 + c

Dosazeńım nuly do obou stran rovnice dopoč́ıtáme konstantu c = arctg(2). Vı́me, že integrováńım
nezměńım poloměr konvergence řady, jediné co je třeba vyšetřit je konvergence v krajńıch bodech
intervalu. V bode x = − 1

4 neńı funkce definována, má tedy smysl zkoumat chováńı řady pouze
v bodě x = 1

2 . Dosazeńım dostaneme řadu

arctg(2)−
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
,

která zjevně konverguje podle Leibnizova kritéria. Výsledný obor konvergence je tedy
(
− 1

4 ,
1
2

〉
.

Rozviňte do mocninné řady v bodě a = −1

51. f(x) = ln(5 + 2x)

52. f(x) = x3

53. f(x) = sin(x)

Rozviňte do mocninné řady v bodě a = 0

54. f(x) = e−x2

55. f(x) = x10

1−x

56. f(x) = 1
(1−x)2

57. f(x) = 2+x
(1+2x)(1−x)

58. f(x) = x√
1−2x

59. f(x) = sinh(x)

60. f(x) = x√
1−2x
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61. f(x) = ln
(

1+x
1−x

)
62. f(x) = arcsin(x)

63. f(x) = arccotg(x)

64. f(x) = arctg
(

2x
2−x2

)
65. f(x) = arccos

(
1− 2x2

)
66. f(x) = ln2 (1− x)

67. f(x) = xarcsin (x) +
√
1− x2

68. f(x) = xarctg (x) +
√
1 + x2

69. f(x) = ex cos(x)

70. f(x) = sin(x) cos(x)
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